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О ЧИСЛЕ ЧАСТЕЙ РАЗБИЕНИЯ ПРОСТРАНСТВА Rn

ГИПЕРПЛОСКОСТЯМИ1

Г.А.Московченко∗

Выводится новая формула числа частей разбиения пространства Rn гипер-
плоскостями при их произвольном расположении.

Пусть в пространстве Rn задано семейство E = {E1, . . . , Em} различных гипер-
плоскостей

Ej = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : aj1x1 + · · ·+ ajnxn = bj}, j = 1, . . . ,m. (1)

Обозначим через fn(E) = fn(E1, . . . , Em) число частей, на которые пространство Rn

разбивается гиперплоскостями (1), т.е. число связных компонент (областей) множе-
ства Rn\E = Rn\(E1∪· · ·∪Em). Ребром семейства E назовем любое непустое пересе-
чение гиперплоскостей этого семейства. Ребро размерности k, представляющее собой
k-мерную плоскость, будем называть k-ребром и обозначать T k, k = 0, 1, . . . , n. Про-
странство Rn будем считать n-мерным ребром семейства E. Обозначим Bk — число
k-ребер семейства E. Множество всех ребер семейства E обозначим L(E).

На множестве L(E) вводится отношение частичного порядка по обратному вклю-
чению. Таким образом L(E) образует частично упорядоченное множество, содер-
жащее минимальный элемент 0̂ = Rn. На множестве L(E) определяется функция
Мебиуса следующим образом (см. [2], [4]): для x, y, z ∈ L(E)

µ(x, x) = 1; µ(x, y) = −
∑

x≤z<y

µ(x, z), x < y; µ(x, y) = 0, x > y. (2)

Определение. Флагом F j1...jk называется всякая последовательность вложен-
ных подпространств T j1 ⊂ T j2 ⊂ · · · ⊂ T jk размерностей j1 < j2 < · · · < jk соот-
ветственно.

Набор размерностей j1j2 . . . jk назовем типом флага. Мы будем рассматри-
вать лишь флаги, ассоциированные с нашим семейством гиперплоскостей E =
{E1, . . . , Em}, а именно такие флаги T j1 ⊂ T j2 ⊂ · · · ⊂ T jk составляются из ребер

T js, s = 1, . . . , k, 0 ≤ j1 < j2 < · · · < jk < n,

семейства E. Если индексом i1 пронумеровать все j1-ребра семейства E, индексом
i2 — все j2-ребра и т.д., то каждый из рассматриваемых флагов определяется парой
мультииндексов (j1 . . . jk), (i1 . . . ik) и может быть обозначен F j1

i1
...
...

jk
ik

. Размерностью
флага F j1

i1
...
...

jk
ik

назовем jk и обозначим dim(F ). Порядком флага F j1
i1

...

...
jk
ik

назовем j1 и
обозначим o(F ). Длиной флага F j1

i1
...
...

jk
ik

назовем k. Обозначим число jk+1-ребер, про-
ходящих через флаг F j1

i1
...
...

jk
ik

, символом P j1
i1

...

...
jk
ik

jk+1 или P F
jk+1

.
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Вестник КрасГУ

Теорема 1. Если в пространстве Rn задано семейство гиперплоскостей E =
{E1, . . . , Em}, то число связных областей, на которые пространство Rn разбива-
ется этими гиперплоскостями, можно вычислить по одной из формул:

fn(E) = 1 +
∑

F

(−1)ε(F ), (3)

где суммирование ведется по всем флагам F j1
i1

...

...
jk
ik

, ε(F ) = n− k − o(F );

fn(E) = 1 + (−1)n−1χ(E)−
n∑

k=1

n−1∑
i=dim(F )+1

(−1)ε(F )P F
i , (4)

где χ(E) = B0 − B1 + B2 + · · ·+ (−1)n−1Bn−1, причем Bk – число k-ребер семейства
E.

Доказательство. Воспользуемся формулой Т.Заславского (см. [4])

fn(E) =
∑

T∈L(E)

|µ(0̂, T )|.

Сгруппируем слагаемые по размерности ребер T

fn(E) =
n∑

k=0

∑
i1

|µ(0̂, T k
i1
)| =

= |µ(0̂, T n)|+
∑
i1

|µ(0̂, T n−1
i1

)|+
∑
i1

|µ(0̂, T n−2
i1

)|+ · · ·+
∑
i1

|µ(0̂, T 0
i1
)|,

(5)

T k
i1

— i1-е k-ребро семейства E.
Выпишем формулы для вычисления функции Мебиуса µ(0̂, T k

i1
) от i1-го k-ребра, k =

n,
n− 1, . . . , 1, 0. Согласно определению (2)

µ(0̂, T n) = 1,

µ(0̂, T n−1
i1

) = −1,

µ(0̂, T n−2
i1

) = −(1− P n−2
i1

n−1),

µ(0̂, T n−3
i1

) = −(1− P n−3
i1

n−1 −
∑
i2

(1− P n−3
i1

n−2
i2

n−1)),

µ(0̂, T n−4
i1

) = −(1− P n−4
i1

n−1 −
∑
i2

(1− P n−4
i1

n−2
i2

n−1)−

−
∑
i2

(1− P n−4
i1

n−3
i2

n−1 −
∑
i3

(1− P n−4
i1

n−3
i2

n−2
i3

n−1)))

и т.д.
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Математический анализ

Подставим эти выражения в формулу (5), получим

fn(E) = 1 + Bn−1 −
∑
i1

(1− P n−2
i1

n−1) +
∑
i1

(1− P n−3
i1

n−1 −
∑
i2

(1− P n−3
i1

n−2
i2

n−1))−

−
∑
i1

(1− P n−4
i1

n−1 −
∑
i2

(1− P n−4
i1

n−2
i2

n−1)−

−
∑
i2

(1− P n−4
i1

n−3
i2

n−1 −
∑
i3

(1− P n−4
i1

n−3
i2

n−2
i3

n−1))) + · · · =

= 1 + Bn−1 −Bn−2 +
∑
i1

P n−2
i1

n−1 + Bn−3 −
∑
i1

P n−3
i1

n−1 −
∑
i1

P n−3
i1

n−2+

+
∑
i1

∑
i2

P n−3
i1

n−2
i2

n−1 −Bn−4 +
∑
i1

P n−4
i1

n−1 +
∑
i1

P n−4
i1

n−2−

−
∑
i1

∑
i2

P n−4
i1

n−2
i2

n−1 +
∑
i1

P n−4
i1

n−3 −
∑
i1

∑
i2

P n−4
i1

n−3
i2

n−1−

−
∑
i1

∑
i2

P n−4
i1

n−3
i2

n−2 +
∑
i1

∑
i2

∑
i3

P n−4
i1

n−3
i2

n−2
i3

n−1 + . . . .

(6)

Сгруппируем слагаемые по длинам k флагов:

fn(E) = 1 + (−1)n−1(B0 −B1 + B2 + · · ·+ (−1)n−1Bn−1)+

+
n∑

k=1

n−1∑
i=dim(F )+1

(−1)ε(F )+1P F
i ,

где
F = F j1

i1
...
...

jk
ik

, dim(F ) = jk, o(F ) = j1, ε(F ) = n− k − o(F ).

Таким образом,

fn(E) = 1 + (−1)n−1χ(E) +
n∑

k=1

n−1∑
i=dim(F )+1

(−1)ε(F )+1P F
i ,

где
χ(E) = B0 −B1 + B2 + · · ·+ (−1)n−1Bn−1

есть эйлерова характеристика. Получили формулу (4). Заменив в формуле (6) числа∑
i1

· · ·
∑
ik−1

P j1
i1

...

...
jk−1

ik−1

jk , k = 1, ..., n,

на числа ∑
i1

· · ·
∑
ik

P j1
i1

...

...
jk
ik

n,

числа — Bl на
∑
i1

P l
i1

n, l = 0, ..., n− 1, получим

fn(E) = 1 +
∑

F

(−1)ε(F )P F
n ,
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где

F = F j1
i1

...

...
jk
ik

, k = 1, ..., n, 0 ≤ j1 < j2 < · · · < jk < n .

Число P F
n равно единице для любого F , поэтому

fn(E) = 1 +
∑

F

(−1)ε(F ).

Получили формулу (3). Говорят, что гиперплоскости семейства E = {E1, . . . , Em}
находятся в общем положении, если пересечение любых k гиперплоскостей семейства
E есть (n− k)-мерная плоскость.

Следствие(см.[1],[3]). Если в пространстве Rn гиперплоскости семейства E =
{E1, . . . , Em} находятся в общем положении, то

fn(E) = B0 + B1 + · · ·+ Bn.

Доказательство. Докажем сначала, что для любых фиксированных
j1 = n− 1, n− 2, . . . , 0 и i1 ∑

F
j1...
i1...

(−1)ε(F ) = 1. (7)

Доказательство проведем индукцией по j1. Для j1 = n − 1 сумма состоит из одного
слагаемого по флагу F n−1

i1
и ε(F ) = 0, следовательно, равенство (7) выполняется.

Для j1 = n−2 имеем один флаг типа n−2 и два флага типа (n−2 n−1), ε(F n−2
i1

) =
1, ε(F n−2

i1
n−1
i2

) = 0. Подставив их в (7), имеем (−1)1 + 2(−1)0 = 1, т.е. равенство (7)
выполняется.
Предположим, что для всех j1 = n − 1, n − 2, . . . , 1 равенство (7) выполняется.
Покажем, что оно выполняется и для j1 = 0. Имеем∑

F 0...
i1...

(−1)ε(F ) =

=
∑

F 0 1...
i1...

(−1)ε(F ) +
∑

F 0 2...
i1...

(−1)ε(F ) + · · ·+
∑

F 0 n−1
i1 i2

(−1)ε(F ) =

= (−1)n−1 +

(
n

n− 1

)
−

(
n

n− 2

)
+ . . . (−1)n

(
n

1

)
=

= (−1)(1−
(

n

n− 1

)
+

(
n

n− 2

)
+ . . . (−1)n−1

(
n

1

)
+ (−1)n) + 1 =

= 1,

(8)

поскольку

1−
(

n

n− 1

)
+

(
n

n− 2

)
+ . . . (−1)n−1

(
n

1

)
+ (−1)n = (1− 1)n = 0.
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Математический анализ

Далее,

fn(E) = 1 +
∑

F

(−1)ε(F ) =

= 1 +
∑
i1

∑
F 0...

i1...

(−1)ε(F ) +
∑
i1

∑
F 1...

i1...

(−1)ε(F ) + · · ·+
∑
i1

∑
F n−1

i1

(−1)ε(F ) =

= 1 + B0 + B1 + · · ·+ Bn−1 = B0 + B1 + · · ·+ Bn.
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