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VOID MODELS ЕЧ GENERAL R E L A T I V I T Y 

M.P. Korkina 
The void models are considered. These models have been built as the spherically symmetric re­

gions described by Tolmen solutions for dust matter. The Lichnerowicz —Darmour matching condi­
tions are used. The properties of these models are studied. It is shown, that the density of the matter in 
the void models is close to the void density in Universe. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИ СТАТИЧЕСКИЕ МИРЫ ФРИДМАНА 
С КОСМОЛОГИЧЕСКОЙ ПОСТОЯННОЙ 

М.П. Коркина, И.С. Каземир* 
Рассматриваются решения уравнений Фридмана при наличии пылевидного вещества, излу­

чения и космологической постоянной. Получены точные решения этих уравнений, описываю­
щие асимптотически статические вселенные. Показано, что радиусы статических вселенных 
лежат в пределах от ад/Тз до ЯдЛ/2. Максимальный радиус достигается во вселенной с излу­
чением и космологической постоянной, минимальный при наличии только пылевидного веще­
ства и космологической постоянной. Получены выражения для плотности энергии вещества и 
излучения в предельном случае статических вселенных. 

1. В настоящее время наблюдательная космология существенно изменила наши представления о вселен­
ной. Наблюдения сверхновых звезд типа la, светимость которых, как считается, лежит в довольно узких 
пределах (так называемые стандартные свечи), показали, что расширение нашей вселенной происходит не с 
замедлением, что следовало из уравнений Фридмана, а с ускорением [1,2]. Чтобы объяснить этот факт, нуж­
но признать существование во вселенной нового типа темной небарионной материи, которая по плотности 
превосходит все другие формы материи вместе взятые. Для обеспечения ускорения эта материя должна 
иметь строго отрицательное давление. Как правило, эта материя ассоциируется с вакуумом, уравнение со­
стояния для которого 

£ + р=0, (1) 

где s - плотность энергии, р - давление. 
Уравнение состояния (1) - единственное, для которого любая система координат является сопутствую­

щей [3]. Как известно, решение с таким уравнением состояния - это решение де Ситтера [4] и, следователь­
но, плотность вакуума можно отождествить с космологической постоянной Л = 8лус~4£А . 
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Существенные перемены в космологии, связанные с космологической постоянной, А.Д. Чернин называет 
"новейшей революцией в космологии" [5], и с ним трудно не согласиться. Возможные судьбы вселенных с 
учетом Л изменяются и становятся значительно более разнообразными. Поэтому проблеме космологиче­
ской постоянной посвящены как оригинальные статьи, так и многочисленные обзоры [5-8]. 

Так как плотность всех форм материи во вселенной близка к критической, среди космологов наиболее 
популярна плоская модель вселенной. Это обусловлено, во-первых, тем, что увеличение размеров вселенной 
мало по сравнению с ее нынешней наблюдаемой величиной, так что пространственная структура вселенной 
в целом близка к плоской. Во-вторых, тем, что выбор единицы для параметра плотности многим кажется 
более естественным, чем единицы с некоторой малой добавкой [9]. Из фридмановых моделей с неравной 
нулю пространственной кривизной наименьшее внимание уделяется моделям с положительной кривизной. 

Однако если обратиться к современным наблюдательным данным, то мы увидим, что параметр плотно­
сти, т.е. отношение суммы плотностей всех форм материи к критической плотности, имеет вид 

П / о , ,0= 1,02 ±0,04 (2) 

где индекс "0" означает, что величина относится к настоящему времени [9]. 
Величина параметра плотности Q.tot$ определяется не только по наблюдениям за сверхновыми типа la, 

она также подтверждается данными о флуктуациях в спектре реликтового излучения, полученными спутни­
ком WMAP [10]. Значение согласуется с любым предположением: вселенная может быть пространст­
венно плоской, иметь отрицательную или положительную пространственную кривизну. Как уже отмечалось 
выше, модели с положительной пространственной кривизной уделяется значительно меньше внимания, ме­
жду тем именно для такого случая введение космологической постоянной в уравнения Фридмана дает зна­
чительное разнообразие сценариев развития вселенной: она может быть замкнутой, как и в случае Л = 0, 
может бесконечно расширяться, сначала с замедлением потом с ускорением, асимптотически стремясь к 
пространству де Ситтера (как и в открытых моделях). В отличие от открытых моделей, закрытая модель 
вселенной (с положительной пространственной кривизной) может асимптотически стремиться к статиче­
скому миру Эйнштейна, а также возможны квазистатические модели, при которых вселенная в некоторый 
период времени близка к статической, а потом или расширяется, стремясь к миру де Ситтера, или схлопыва-
ется. Качественно возможные сценарии развития вселенной представлены на рис.1 [6]. 

Рис.1. Зависимость масштабного фактора от времени (в безразмерных единицах) для различных вселенных 

2. Рассмотрим асимптотически статические модели вселенной при наличии пылевидной матери, излуче­
ния и вакуума (космологической постоянной). Уравнения Фридмана для рассматриваемого случая: 

а 1 8 я 7 ( \ Т + - т = — т ( * и + * г + * Л > ( 3 ) 

а1 а1 Зс 4 

/ \3а 
£ m + £ r = { £ m + £ r + E A + pr+PA) , (4) 

а 
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где s m , £ r , E A - плотности энергий материи (пыли), излучения и вакуума соответственно. р г , р А - давле­
ния излучения и вакуума соответственно. Из уравнения (4) при отсутствии взаимодействия между пылевид­
ной материей, вакуумом и излучением имеем: 

8л/ 
Зс 

а 0 8яу 
4 £ т ~ „3 ' , 4 £ г 

аг %жу 
а Зс 

«А 
1 

«1 
: const. (5) 

где а 0 , а т и а Л - постоянные ( а л является радиусом минимальной окружности гиперболоида вращения, 
представляющего собой пространство де Ситтера, вложенное в 5-мерное плоское пространство). Подставляя 
(5) в уравнение (3), получим: 

« 2 + 1 = £p_ + f £ + f l 
а а2 а\ 

Решение уравнения (6) в общем случае может быть представлено только в квадратурах: 

а • a^da 
t + const = J 

0 Ie 0 a2 a2 

(6) 

(7) 

Для асимптотически статического случая подкоренное выражение в (7) имеет кратный корень и (7) мож­
но переписать в виде 

t + const = J-
а • aAda 

а~ак L в +2aka + -
-2„2 

т 
а А 

(8) 

где ак - const - максимальный радиус асимптотически статического мира. В этом случае можно получить 
точное решение, выраженное в аналитическом виде: 

i?(a) + а IаА + ак I at 

R(0) + ak /аА 

2 
г % К л(а)Л(а л ) + 2 - ^ - — + 4 ^ - - 1 

"4 я» а л "л ак 

2 
й ( 0 ) % ) + 4 ^ - - 1 а л - а 

(9) 

где Л(а) = 
/ Л2 

а 2 
as. а аь 

+ 2—^- + 3 — , постоянная интегрирования в уравнения (9) выбрана так, чтобы в 
начальный момент времени t = 0 радиус вселенной а равнялся нулю. При t —> со радиус вселенной дости­
гает максимального значения ак . 

3. Рассмотрим свойства полученных решений. 
Постоянные аК,аг,ай,ак связаны условиями 

Ok 
= 2 

ак аг 
2 2 

2 
^к 1+11 + 12-

1 
(10) 

ад и а* не могут обратиться в нуль. Рассмотрим, как изменяется радиус асимптотически статической 
вселенной в зависимости от величин а 0 и аг, то есть от соотношения между пылевидной материей и излу­
чением. Из (10) следует, что максимальное значение ак = а Л Л/2 достигается при а 0 = 0 (при отсутствии 
пылевидной материи), а минимальное значение ак = а Л / S - при аг = 0 (при отсутствии излучения). Для 
вселенной, заполненной только излучением и вакуумом, зависимость a(r) имеет вид 
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V ' 2 

_2t_\ 

1-е Я л 

J 

(И) 

Для вселенной, заполненной только пылевидной материей и вакуумом, зависимость a(i) можно записать 
следующим образом: 

( -л 

V «л я , а, 

«л \ 
» «о « л - (12) 

J а_ 
•у/3 аА 

При наличии вещества (пылевидной материи) и излучения возможные значения отношений 
а 0 / а Л , ar I аА , для которых вселенные являются асимптотически статическими, изображены на рис. 2. По 
оси ординат - возможные значения ar I а Л и а0/аА. Кривая 1 соответствует значениям а0/аА, кривая 2 -
значениям ar IаА. 

0.5 U 

Ца0/аА 

2)аг/аА 

Рис. 2. Значения %1аА и а,.1а^ для асимптотически статических вселенных 

Таким образом, асимптотически статические решения Фридмана возможны при а 0 > изменяющемся от 
2 1 , /Т нуля до UQ =—-=ад, и при аг, изменяющемся от нуля до аг =—для ак в пределах от аА /V3 до 

3V3 2 
а Л /%/2 . 

На рис. 3 изображены возможные зависимости а (г) для рассматриваемых асимптотически статических 
вселенных, где верхняя кривая соответствует отсутствию пылевидной материи, нижняя - отсутствию излу­
чения. Все возможные кривые, которые асимптотически стремятся к некоторой величине, лежащей между 

1 1 
—= и —рг, соответствуют наличию вещества и излучения. 
V3 V2 

Вычислим значения плотности энергии и давления для вещества, излучения и вакуума в асимптотически 
статической вселенной при а = ак . Для пылевидной материи 

а\ «л 
36^ 

(l + Vl + 12/if 
, Р т = 0(где/? = - В . 

4 
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Для излучения ЕГ 

ar 1 
4 2 аА а л 

36/? 1 1 , / V = - S r , для вакуума е Л = — = -рк. 
3 а л 

Б - ет+ ег + еА - — 
" л 

12/5 

(l + Vl + 12/ЗГ 

12/? 

(1 + л/1 + 12/?Г 

' 0 0.2 0.4 0 6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 

Л/с. i . Зависимости aft) для асимптотически статических вселенных 

То есть имеем уравнение состояния сферического мира Эйнштейна е + Ър = 0 . Можно заключить, что 
уравнение состояния е + Ър = 0 является физическим и есть следствие присутствия одновременно трех раз­
личных состояний материи - излучения, пылевидного вещества и вакуума. 

аа Поведение параметра замедления q = —— для асимптотически статической вселенной изображено на 
а2 

рис. 4, где по оси абсцисс отложено а/аА, по оси ординат - q. При а -> ак параметр замедления о -> +оо . 
что означает то, что вселенная становится статической. 

0.1 D.2 0.3 0.4 

а1 а,. 
0.5 0.6 

Рис. 4. Параметр замедления q(a^ д д я 

0.7 

асимптотически статической вселенной 
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4. Получены точные решения уравнений Фридмана, описывающие асимптотически плоские вселенные: 
а) при наличии вещества (пылевидной материи) и космологической постоянной, б) при наличии излучения и 
космологической постоянной, в) при наличии вещества, излучения и космологической постоянной. 

Показано, что существует класс асимптотически статических вселенных, которые определяются соотно­
шением между постоянными а0 и аг. Возможные радиусы статических вселенных ак лежат в пределах от 
а Л /л/з до ад / л/2 . Максимальное значение ак достигается при отсутствии вещества, минимальное - при 
отсутствии излучения. Найдены значения для постоянных а 0 и аг, при которых возможно существование 
асимптотически статических вселенных: 

2 1 
0<ап/ал <—j=,0<ar /а,\ <—. 

Зл/З 2 
Получены выражения для плотности энергии вещества и излучения в предельном случае статических 

вселенных. Показано, что для всех статических вселенных уравнение состояния совпадает с уравнением 
состояния статического мира Эйнштейна: 

е + Зр = е т + е г + £д + Ъ{рг + рА) = 0. 

Таким образом, уравнение состояния £ + Ър = 0 является физическим и описывает вселенные с наличи­
ем трех форм материи: излучения, пылевидной материи и вакуума. 
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ASYMPTOTICALLY STATICAL FRIEDMAN UNIVERSE 
WITH THE COSMOLOGICAL CONSTANT 

M.P. Korkina, I.S. К a/emir 
Solutions of Friedman equations with dust matter, radiations and cosmological constant are con­

sidered. The exact solutions of these equations describing asymptotically statical universe are ob­
tained. It is shown, that radius of the static universe change from aA I л/з to а л / л/2 . The maximum 
radius is reached in the universe with radiation and cosmological constant, minimal radius is reached 
at presence only dust matter and cosmological constant. Expressions for a density of energy of dust 
matter and radiation in the statical universe are obtained. 
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