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СТОХАСТИЧЕСКОЕ ДОМИНИРОВАНИЕ I ИII РОДА

Т.С. Варочкина, А.А. Новоселов*

Одной из основных проблем в теории риска является принятие решений в усло-
виях неопределенности. Под принятием решений понимается выбор наилучшего веро-
ятностного распределения. Стохастическое доминирование - один из методов для
решения такого рода задач. Иногда, когда значения случайной величины интерпрети-
руются как доходы, применимо стохастическое доминирование Ipoda. Когда же зна-
чения случайной величины интерпретируются как расходы, то возможно применение
стохастического доминирования IIрода. В работе исследуются свойства этого от-
ношения порядка, а также некоторые соотношения между доминированием разных
порядков.

1. Определения и обозначения
Пусть задано вероятностное пространство (R, В, Р), где R - множество веществен-

ных чисел, В - борелевская сигма-алгебра, Р - вероятностная мера на В. Пусть Р - мно-
жество вероятностных распределений на измеримом пространстве (R,B)- Тогда функцию
распределения, соответствующую РЕР , будем обозначать Fp(x)= P((-°°,x]), а допол-
нительную функцию распределения Sp(x) = l-FP(x) = P((x,°o)).

Определение 1. Пусть P,GE P. Имеет место стохастическое доминирование 1-го по-

рядка I рода:

если

FP(x)>FG(x),xeR.

Имеет место стохастическое доминирование k-го порядка I рода, Р <k, G, если

где F(

P

k)(x)=JF(

P

k-l)(t)dt,k = 2,3...

Определение 2. Пусть P,GeP. Имеет место стохастическое доминирование 1-го по-

рядка II рода:

если

SP(X)<SG(X),XE R.

Имеет место стохастическое доминирование k-го порядка I рода, Р <к1 G, если
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SP

k)(x)<S^(x),xGR,

oo
где Sik) (x) = J S(k']) (0dt, к = 2,3...

К

Замечание: формулы (1) и (2) эквивалентны.

2. Условие существования F{

p

k+X){x) nS(

P

k+1)(x)
Утверждение. Пусть X - случайная величина с функцией распределения РЕР . Если

£ J Z * | < O O , T O Fj,k+l)(x) и SP

k+])(x)определены.

Доказательство. Так как в доказательстве речь пойдет об одной функции распреде-
ления, то в записи Fp и Sp опустим нижний индекс Р. Рассмотрим случай, когда к - чет-
ное.

о о =»

ЕХк = \tkdF(t)= jtkdF(t) + jtkdF(t) = tk F(t)\°_-JF(t)dtk+jtkdF(t) =

О ">

=(используя (4))=- JF(t)dtk + j tkdF(1)=(исполъзуя (5))=
о

О «о 0 ••

= - JF(t)dtk +jS(t)dtk =(используя (6))= A! JFlk)(t)dt+ MJS(k)(t)dt. (3)
-oo 0 -во О

Покажем, что

Г*Я/)|^ = ОиГ*а-ЯО)|ё=О. (4)

Так как

-во -О

то каждое слагаемое конечно. При этом

lim jtkdF(t) = O, \im°jtkdF(t) = O.
oo B—>°° в

Кроме того,

A A
J tkdF(t) < Ak \dF(t) = AkF(A) < 0, когда к нечетное,

A A
jtkdF(t) > Ak jdF(t) = AkF(A) > 0, когда к четное.

CXI OO
jtkdF(t) > Bk\dF{i) = Bk(\- F(B)) > 0.
в в

)tkdF{t) = -]tkd(l-F(t)) = -tk(\-F(t))\~Q + ){l-F(t))dtk =(используя (4))=

oo
= - l i m tk(l-F(t)) + j(l-F(t))dtk = jS(t)dtk . (5)

?->°° о о
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- \F(t)dtk =-k I tk~ld JF(u)du = -k jtk-ldF2(t)=-ktk-lF2(t)° + к JF2(t)dtk~l =

—oo —oo
= kJF2(t)dtk-] = k(k-l)jtk-2dJF\u)du = k(k-\)]tk-2dF\t) = ...

—oo —во —oo —oo

о о
продифференцировав к раз = И J t°dFk+l (t) =k\ J F{k) (t)dt (6)

Пользуясь аналогичными рассуждениями, получаем, что

Итак,

]s(t)dtk=]sm(t)dt.
о о

О оо

= к\ J F(k) {i)dt + И J Sik) it)dt.

Если FA X < оо, то каждое слагаемое конечно.

Следовательно, Fp

k+l)(x) и Sp

k+i) (x) определены. Заметим, что в случае, когда к нечетно,
доказательство аналогичное.
Предположение. Будем иметь дело с распределениями, все моменты которых конечны.
Обозначим Р - множество таких распределений. Уместно предположить, что распределе-
ния как в определениях 1 и 2, так и в рассмотренных далее примерах будут принадлежать

множеству Р.

3. Пример существования стохастического доминирования для пары распределений
Рассмотрим пару распределений:

Распределение G Распределение Р

X
р

0
0

1
1

Y
Р

0
1
2

2
1
2

Из определения следует, что доминирования 1-го порядка не существует. Покажем суще-
ствование второго.

Так как разность F£ - Fj < 0, то G >12 Р, то есть имеет место доминирование 2-го по-

рядка I рода (рис. 1).

Доминирование 2-го порядка П рода G>II2 P не существует, так как- Sp- S% > 0. Попро-

буем теперь "пошевелить" Р-распределение. "Отодвинем" грань Fp сначала на е влево, за-

тем на б вправо (рис. 2).

Таким образом, при изменении Fp на б влево доминирование 2-го порядка I рода сохраня-

ется (рис. 3), а при изменении Fp на е вправо - исчезает (рис 4).
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Рис. 1. Разность функций F™ и FJ,2), Sf и

O.S-

Cl 3-

G

Р

2 - Е 2

Рис. 2. Функции распределений G и Р

Рис. 3. Разность функций FQ и Fp , SG и SP при сдвиге FP на е влево
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Рис. 4. Разность функций FQ и Fp , SQ и Sр при сдвиге Fp на е вправо

4. Соотношения между доминированием разных порядков
Покажем, что из существования доминирования I рода к -1 порядка следует доминирова-
ние порядка к.

Р <( (х) > J (ОА

Л ) = > P < k G .

Аналогично показывается, что из существования доминирования П рода к -1 порядка
следует доминирование порядка к.
Таким образом, если мы будем рассматривать стохастическое доминирование только од-
ного рода, то выполняется следующее соотношение:

i><, G=>P<2 G=> P < 3 G=>.. .

На рис. 5 проиллюстрировано данное соотношение.

Рис. 5. Соотношения между доминированием разных порядков

Попробуем видоизменить эту картинку для стохастического доминирования I и II рода.
Для начала рассмотрим случай, когда к - 2 (рис.6).
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Рис. 6. Соотношение между доминированием I и IIрода при к — 1

Отметим, что для пары распределений Р и G возможен случай, когда существует стохас-
тическое доминирование 2-го порядка I и П рода, хотя доминирование 1-го порядка отсут-
ствует. Проиллюстрируем это на примере.

Распределение Р Распределение G

X

р
2
1
2

3
1
2

Y
Р

0
2
3

2.5
1
3

В данном случае Р^-12 G и Р>„г G, хотя доминирования первого порядка ни первого,

ни второго рода не существует (рис. 7).
Покажем соотношения между доминированием I и II рода для произвольного к. Пара
распределений может быть связана отношением стохастического доминирования только I
или только II рода порядка к, также возможны случаи, когда доминирование I и II рода
для пары распределений существует одновременно.

0.4-

0.2-

-0.2-

-0.4-

/4
У

С2) <ч(2)

Рис 7. Разность функций F^2) и F™, и S™

Для произвольного к соотношение между доминированием разных порядков будет выгля-
деть следующим образом (рис. 8).
В работе было рассмотрено стохастическое доминирование I и II рода к-то порядка. Вы-
явлены соотношения между доминированием разных порядков для одного рода, а также
некоторые соотношения между доминированием I и II рода.
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Рис. в. Соотношения между доминированием I и II рода при произвольном к
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STOCHASTIC DOMINANCE I AND II KINDS

T.S. Varochkina, A.A. Novosyolov

One of the main problems in the theory of risk is the decision making in conditions of
uncertainty. Decision making is understood as selection of the best probabilistic distribution.
The stochastic dominance is one of methods for such solution of problems. In some cases,
when the values of a random variable are interpreted as the incomes the stochastic domi-
nance I kinds is applicable. When the values of a random variable are interpreted as the
consumptions, applying stochastic dominance II kinds is possible. In activity the properties
of this order relation, and also some ratio between dominance of the miscellaneous orders
are studied.


