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Таким образом, предложен подход, который позволяет проводить ранжирование территорий по совокуп-
ности значимых показателей, входящих в определение таких комплексных понятий, как уровень жизни,
здоровье населения и т.п. Предложенный подход реализован в виде функционального блока агрегирования
данных на основе нечеткого вывода для аналитической геоинформационной системы «Атлас здоровья
Красноярского края».
В перспективе такие работы позволят специалистам в предметной области рассматривать группы показа-

телей в совокупности, что дает возможность более полно представлять состояния территорий и целенаправ-
ленно распределять силы и средства на решения приоритетных проблем.
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APPLICATION OF MODEL OF THE FUZZY INFERENCE FOR CONSTRUCTION
OF THE AGGREGATED MEDICAL AND DEMOGRAPHIC PARAMETERS

O.S. Isaeva
Application of methods of a fuzzy inference for construction of the aggregated medical and demo-

graphic parameters is considered. The results of the inference are visualized in the analytical geoin-
formation system "Atlas of health of Krasnoyarsk region".
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ИНВАРИАНТЫ ХАРАКТЕРИСТИК1

О.В. Капцов*, А.В. Заблуда**

В работе рассматриваются инварианты характеристик систем уравнений с частными
производными первого порядка. Доказывается, что если функция � инвариант некоторого
векторного поля, то она является инвариантом векторного поля, отвечающего характери-
стикам системы. Вычислены инварианты уравнений газовой динамики. Найдена бесконечная
последовательность инвариантов уравнений магнитной гидродинамики. С помощью инвари-
антов получены точные этих уравнений.

В 1870 году Дарбу [1] был предложен метод интегрирования уравнений в частных производных. Этот
метод обобщал известный подход Монжа и Ампера, основанный на поиске промежуточных интегралов [2].
Метод Дарбу нашел основные приложения при интегрировании уравнения второго порядка [3]. В данной
работе описывается обобщение метода Дарбу на системы уравнений с частными производными [4].
Рассмотрим эволюционную систему дифференциальных уравнений в частных производных первого по-

рядка

( )1
, , , , , 0

nt x xu F t x u u u+ … = ,          (1)

где ( )1, , nx x x= … , ( )1, , mu u u= … , ( )1 , ,
i i i

m
x x xu u u= … , ( )1, , mF F F= … .

                                                          
1 При поддержке РФФИ (коды проектов 04-01-00130, 04-01-00290).
* © О.В. Капцов, 2004; ИВМ СО РАН (Россия); E-mail: kaptsov@icm.krasn.ru
** © А.В. Заблуда, 2004.



Вестник КрасГУ

� 58 �

Оператор дифференцирования вдоль векторного поля ( )11, , , nv = λ λK  задается формулой

11 nv t x n xL D D D= +λ + +λK ,

где tD  и 
ixD  � полные производные по t и xi, λi � функции от 

1
, , , , ,

nx xt x u u u… . В работе [4] было введено

нижеследующее понятие инварианта векторного поля для системы уравнений в частных производных.
Определение. Функция ( )1, , , , , kI t x u u u… , где uj означает набор из частных производных порядка j от

функций u1, �, um, называется инвариантом векторного поля ( )11, , , mv = λ λK  для системы (1), если

[ ] 0v SL I = .

Здесь [S] означает систему (1) и ее дифференциальные следствия.
Теорема. Если функция ( )1, , , , , kI t x u u u… , где k≥1, является инвариантом некоторого векторного поля

( )11, , , nv = λ λK  для системы (1), то I удовлетворяет уравнению характеристик

( )
( )

[ ]
1

det 0
i

i

n

t x
i x

S

F
D I D I

u=

 ∂ + =
 ∂ 

∑ . (2)

Доказательство. Поскольку I служит решением уравнения

[ ]1
0

i

n

t i x
i S

D I D I
=

+ λ =∑ ,      (3)

то коэффициенты, стоящие при производных порядка k + 1 в левой части (3), должны обращаться в ноль.
Чтобы найти эти коэффициенты, выпишем выражения 

ixD I  с точностью до производных порядка k:

1 11 1
1 1
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Здесь juα  обозначает производную 
1
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 порядка 1 nk = α = α + +αK , 1i
juα+ � производную
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, символ ≈ означает, что разность между левой и правой частями не содержит произ-

водных порядка k + 1. Следовательно, сумма

11 nx n xD I D Iλ + +λK ,

c точностью до производных порядка k, равна

1
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С другой стороны, имеем

( ) 1
1 1 1 1
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Значит, справедливы следующие соотношения:

1 1
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Последнее соотношение удобно представить в матричной форме

1
1

0i
i

m
x

u
j k

u A I
αα+

= α =
=∑ ∑ , (4)



Вестник КрасГУ

� 59 �

где ( )1 , , mu u uα α α= K , ( )1 , , mu u u
I I I

α α α
= K , ( )

( )
i

i

x
i

x

F
A E

u
∂

= − λ
∂

, E � единичная матрица.

Нам надо доказать, что I удовлетворяет уравнению (2), которое равносильно следующему:

1
det 0i

i

n
x

x
i

A D I
=

  = 
 
∑ .   (5)

С этой целью покажем, что линейная однородная система

1
0i

i

n
x

x
i

A D I r
=

  = 
 
∑ (6)

имеет нетривиальное решение r. Это решение представляется в явном виде:

( ) u
k

r DI I
α

α

α =
= ∑ , (7)

где
 
( ) ( ) ( )1

1

n

nx xDI D I D I
ααα = K . Проверим, что это действительно решение. Подставив (7) в (6), имеем

( ) ( ) 1
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Выражения, стоящие при 1i
uα+  в (4), совпадают с выражениями, стоящими в (8) при ( ) 1iDI α+ . Поскольку

левая часть в (4) равна нулю, то и (8) тоже есть ноль. Значит, справедлива формула (5). Следовательно, I �
инвариант.            □
Хорошо известные инварианты для трехмерных нестационарных уравнений газовой динамики � энтро-

пия s и инвариант Эртеля

( ), rots∇
ρ

u ,

где u = (u, v, w) � вектор скорости, ρ � плотность.
Рассмотрим уравнения одномерной газовой динамики:

( )
,0ρcp

,0ρρ
,0ρ/

2
t =++

=+
=++

xx

xt

xxt

uup

u
puuu

    (9)

где u, ρ, p � скорость, плотность и давление, а c(ρ, p) � скорость звука. Можно показать, что инварианты ну-
левого порядка I(t, x, ρ, p, u), соответствующие дифференцированиям вдоль характеристик Dt + (u ± c)Dx,
существуют только тогда, когда c = g(p)/ρ, где g � произвольная функция. Эти инварианты имеют вид

1,2 ( )
dpI u

g p
= ± ∫ .

Используя инвариант 
1 ( )

dpI u
g p

= − ∫ , можно систему уравнений (9) свести к двум уравнениям. Действи-

тельно, положим I1 = 0, получим

( )
dpu

g p
= ∫ .

Вместо функции g введем новую 
( )
dpF

g p
= ∫ . Тогда скорость звука выражается формулой

1c
F

=
′ρ

,

а система (9) сводится к двум уравнениям:

( ) 0t xFρ + ρ = , 0x
t x

pp Fp
F

+ + =
′ρ

.
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Как показано в [4], инварианты первого порядка, соответствующие векторным полям (1, u ± c), сущест-
вуют, только когда функция g равна (a + bp)⅔, где a, b ∈ R. Инварианты задаются формулами

( )
( )

1
3

2
3 3

x x

a bp btJ
u a bp p

ρ +
= −

+ ±
.

Применение этих инвариантов к интегрированию уравнений газовой динамики (9) имеется в [4].

Можно показать, что инварианты второго порядка, отвечающие функциям g = p2 и 
4

5g p= , имеют вид
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x xGp u G G
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m
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Рассмотрим теперь уравнения трехмерной магнитной газовой динамики:
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),·rot(
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4
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=
=∇+
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где B = (B1, B2, B3), div�B = 0.
Эта система вдоль векторного поля Dt + uDx + vDy + wDz имеет очевидный инвариант I0 = s. Можно про-

верить, что уравнения (10) имеют бесконечное число инвариантов, которые задаются рекуррентной форму-
лой

1 2 3
1

x n y n z n
n

B D I B D I B D I
I +

+ +
=

ρ
, n = 0, 1, 2, � .

Одномерные уравнения магнитной газовой динамики при B1 = 0, B2 ≠ 0, B3 ≠ 0 обладают следующими
инвариантами (вдоль векторного поля Dt + uDx):

1I s= , ),( xtU , 3I w= , 2
4

BI =
ρ

, 3
5

BI =
ρ

, 
5

xsI =
ρ

.

Предположим, что каждый из инвариантов I2, I3, � I6 является функцией от I1, получим следующие
представления:

( )v V s= , ( )w W s= , ( )xs sρ = Π , ( )2 xB s s= Φ , ( )3 xB s F s= .

Кроме того, t xu s s= − . Если подставить полученное представление в систему (10), то все уравнения
удовлетворятся тождественно, кроме одного. Это уравнение будет иметь вид

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2

2 22 3 2 3

3 4 5 5

4 8

4 4

4 4 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

x tt t x tx

x x t x xx

x s x s x x

s s s s s s s

s s p s F s s s s s s

s p s p s s s s s F s F s

ρ

− π Π + π Π +

′+ π Π + − π Π + Φ +

′ ′ ′ ′+ π + π Π + Φ Φ + = .

(11)

Давление зависит от ρ и s. Предположим, что выражение для давления имеет следующий вид:

( )2p A s= ρ ,

где
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( ) ( ) ( )
( )

2 2

28

s F s
A s

s

Φ +
= −

πΠ
.

Тогда уравнение (11) эквивалентно такому:
2 22 0x tt t x tx t xxs s s s s s s− + = .        (12)

Последнее уравнение обладает тремя первыми интегралами [2]: s, st/sx, ( )x t xxs ts s+ . С помощью этих
интегралов в [2] построено решение уравнения (12) в неявной форме:

( ) ( )t s x s cφ + ψ = ,

где c ∈ R, φ, ψ � произвольные функции.
В заключение отметим, что двумерные нестационарные уравнения МГД допускают такие последова-

тельности инвариантов:

1I s= , � , ( )1 1 2
1

n x n y nI B D I B D I+ = +
ρ

, n = 1, 2, � ,

( )2 2 2
1

y x x yJ s D I s D I= −
ρ

, � , ( )1
1

k y x k x y kJ s D J s D J+ = −
ρ

, k = 2, 3, � .

Это утверждение вытекает из того, что оператор дифференцирования вдоль характеристики

t x yD uD vD+ +

коммутирует с операторами

( )1 1 2
1

x yL B D B D= +
ρ

,   ( )2
1

y x x yL s D s D= −
ρ

на решениях уравнений магнитной гидродинамики.
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INVARIANTS OF CHARACTERISTICS

O.V. Kaptsov, A.V. Zabluda
The invariants of characteristics to partial differential equations are considered. We prove that if

a function is an invariant of some vector field then one must be an invariant of the vector field which
corresponds to characteristics of the equations. The invariants of gas dynamics equations are com-
puted. The infinite sequence of invariants to the equations of magnetohydrodynamics is founded. The
exact solutions of these equations are obtained by using the invariants.


