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КОМПЛЕКСНЫЙ АНАЛИЗ 

УДК 517.55 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ 
СЕПАРАТНО-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 С.А.Имомкулов* 

Пусть nD C⊂  – область с гладкой границей D∂ , −∂⊂ DM порождающее −k  мерное, 
12 −≤≤ nkn , многообразие класса 1С  и ME ⊂  – множество положительной меры Лебега 

на M , ( ) 0>Emk , а GF ⊂ – неплюриполярный компакт в сильно псевдовыпуклой области 
mСG ⊂ . В этой работе доказано, что всякая сепаратно-аналитическая на множестве 

)())(( GEFEDX ××= UU  функция голоморфно продолжается в область  

}1),,(),,(:),{( <+×∈= ∗∗ GFwDEzGDwzX in ωω
)

, 

где P−*ω - мера, и −*
inω  внутренняя P  - мера. 

Пусть даны две области nD C⊂ , mG C⊂ и два множества DE ⊂ , GF ⊂ . Предположим, что функция 
),( wzf , первоначально определенная на множестве FE × , обладает свойствами: 

а) для любого фиксированного Fw ∈0  функция ),( 0wzf  голоморфно продолжается в D ; 

б) для любого фиксированного Ez ∈0  функция ),( 0 wzf  голоморфно продолжается в G . 

В таком случае ),( wzf определяет некоторую функцию на множестве ( ) ( ))()( FGEFEDX UUU ××=  
и она называется сепаратно-аналитической функцией на X .  

 Задача состоит в том, чтобы определить область X
)

 ( XXX
)

U
)

∂⊂ ), куда функция ),( wzf  голоморфно 
продолжается по совокупности переменных. 

Впервые эта задача, когда GFDE ⊂⊂ , , была поставлена М.Хукухарой [1]. В одномерном случае 

1== mn  поставленная задача решена Й.Сичаком [2], а в общем случае – В.П.Захарютой [4]: пусть nD C⊂  
и mG C⊂  – сильно псевдовыпуклые области, а E  и F  – замкнутые подмножества, соответственно, в D  и 
G . Если ),( wzf  сепаратно-аналитическая функция на множестве  

( ) ( )GEFDX ××= U , 

то она голоморфно продолжается в область  

{ } .1),,(),,(:),( <+×∈= ∗∗ GFwDEzGDwzX ωω
)

 

Здесь ∗ω  обозначает основную величину комплексной теории потенциала, так называемую P -меру 
множества nDE C⊂⊂  относительно области D  (см.[5], [6]). 

А. А. Гончаром [7] доказана следующая теорема, которая является граничным вариантом теоремы о се-
паратно-аналитических функциях: пусть D  и G  – плоские жордановы области с гладкими границами и 

GFDE ∂⊂∂⊂ ,  – граничные дуги. Если ),( wzf  непрерывная и сепаратно-аналитическая на множестве 
( ) ( ))()( FGEFEDX UUU ××=  функция, то ),( wzf  голоморфно продолжается в область 

{ },1),,(),,(:),( <+×∈= GEwDEzGDwzX ωω
)

 

где ω  - гармоническая мера. 
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 Доказательство этой теоремы опирается на интегральную формулу Карлемана [8] о восстановлении го-
ломорфной функции по её значениям, заданным на части границы DE ∂⊂ , и поэтому здесь существенно, 
чтобы области D  и G  были плоскими. 

В 2002 году А.С. Садуллаев и С.А. Имомкулов совместно доказали следующий граничный вариант тео-
ремы о сепаратно-аналитических функциях: пусть nCD ⊂  – область с гладкой границей GFDE ∂⊂∂⊂ ,  – 
граничное подмножество положительной меры Лебега, ( ) 0>Emes , а GF ⊂  – неплюриполярный компакт в 

сильно псевдовыпуклой области mСG ⊂ . Предположим, что функция ( )wzf , , заданная на множестве 
FE × , обладает следующими условиями сепаратной аналитичности (на )()( GEFDX ××= U ): 

а) для любого фиксированного Fw ∈0 функция ( )0,wzf  является сужением некоторой ограниченной 

голоморфной функции ( ) ( ) ( )DLDOzw
∞∩∈0ψ , причем в каждой точке E∈ξ  угловой предел ( )ξψ *

0w  суще-

ствует и равен ( )0, wf ξ , 

б) для любого фиксированного Ez ∈0  функция ( )wzf ,0 , определенная на F  является сужением неко-

торой голоморфной функции ( ) ( )GOwz ∈Φ 0 : ( ) ( )wzfwz ,0
0 =Φ  для всех Fw∈ .  

Тогда ( )wzf ,  определяет некоторую сепаратно-аналитическую функцию на множестве X  и голоморфно 
продолжается в область 

( ) ( ){ }1,,,,:),( ** <+×∈= GFwDEzGDwzX in ωω
)

. 

Этот и другие результаты находятся в печати в Мичиганском математическом журнале. Частные случаи 
указанного результата опубликованы также в Узбекском математическом журнале [14].  

В работе [9] П. Пфлуг и В. Нгуен, используя теорему А.А. Гончара, т.е. методом продолжений по дву-
мерным сечениям, доказали следующий многомерный аналог самой теоремы А.А. Гончара: пусть nD C⊂ , 

−⊂ mG C  псевдовыпуклые области с 2C - гладкими границами, E и F  – открытие подмножества границы 
D∂ и G∂  соответственно и ),( wzf  – непрерывная сепаратно-аналитическая на множестве 

))(())(( FGEFEDX UUU ××=  функция. Тогда ),( wzf  голоморфно продолжается в область  

{ }1),,(),,(:),( <+×∈= ∗∗ GFwDEzGDwzX ωω
)

 

и является непрерывной функцией на множестве XX U
)

.  
В этой работе мы докажем следующую теорему.  
Теорема. Пусть nD C⊂  – область с гладкой границей D∂ , −∂⊂ DM порождающее −k мерное, 

12 −≤≤ nkn , многообразие класса 1С  и ME ⊂  – множество положительной меры Лебега на M , 

( ) 0>Emk , а GF ⊂ – неплюриполярный компакт в сильно псевдовыпуклой области mСG ⊂ . Предполо-
жим, что функция ),( wzf , заданная на множестве FE × , обладает следующими условиями сепаратно - 
аналитичной (на ( ) ( )GEFEDX ××= UU )( ): 

а) для любого фиксированного Fw ∈0 функция ),( 0wzf  является сужением некоторой ограниченной 

голоморфной функции ( ) ( )DLDOzw ∞∈ I)(0ψ : в каждой точке E∈ξ  угловой предел )(*
0 ξψ w  существует 

и равен ),( 0wf ξ , 

б) для любого фиксированного Ez ∈0  функция ),( 0 wzf , определенная на F , является сужением неко-

торой голоморфной функции ( ) ( )GOwz ∈Φ 0 : ),()( 0
0 wzfwz =Φ  для всех Fw∈ .  

Тогда ),( wzf  определяет некоторую сепаратно-аналитическую функцию на множестве X  и голо-
морфно продолжается в область  

( ) ( ){ }1,,,,:),( ** <+×∈= GFwDEzGDwzX in ωω
)

. 

Здесь O  обозначает алгебру голоморфных функций и ),,( DEzin
∗ω  – так называемая внутренняя P -мера 

граничного множества DE ∂⊂  (см. ниже §2).  
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 Доказательство теоремы опирается на методы комплексной теории потенциала и подклеиваниe аналити-
ческих дисков к порождающeму многообразию (см. [5], [6], [11], [12] ). В следующих двух параграфах мы 
изложим вкратце суть этих методов. 

§ 1. Порождающие многообразия и подклеивание аналитических дисков 
 Гладкое (класса 1С ) многообразие nM C⊂  называется порождающим, если в каждой точке Mz∈  

комплексная линейная оболочка векторов касательного пространства )(MTz  (к M  в точке z ) совпадает со 

всем пространством nC . 
Следующая лемма позволяет нам рассматривать только порождающие многообразия размерности n .  
Лемма 1 (см. [5]). Пусть M – порождающее k -мерное многообразие в nC , ME ⊂ – подмножество по-

ложительной меры. Тогда существует n -мерное порождающее подмногообразие MM ⊂'  такое, что 
EM ∩'  имеет положительную меру на 'M .  

Итак, можно считать, что nMR =dim  и, заменяя систему координат, мы можем в окрестности M∈0  
задать его в виде  

)}(:{ xhyiyxzM =+== , 

где nnnyx CRR ≈×∈),(  меняется в окрестности  

}:{}:{21 δδ <×<=Ω×Ω=Ω yyxx , 

а ),...,,( 21 nhhhh =  – вектор-функция, равная нулю при 0=x  вместе со своими первыми частными произ-
водными. 

Изложим коротко метод подклеивания аналитических дисков. 
Обозначим через Tu  гармоническую сопряженную функцию к непрерывной функции u , заданной на 

границе U∂  единичного круга C⊂U , причем для однозначности полагаем  

0)(
2

0
=∫ ζζ

π
dTu  . 

 Рассмотрим на U∂  систему нелинейных сингулярных уравнений 
 

 )())(()( ζζϑζϑ tTuhTc −−= o ,                                                             (1) 

где ),...,,( 21 nuuuu =  – бесконечно гладкая вектор-функция, а ntc R∈, – параметры. Если ),,( ζϑ tc  – реше-
ние уравнения (1), то функция ))(),,)(((),,( ζζϑζϑ tutchitc ++ o  является граничным значением голоморф-
ной в U  вектор-функции UtcФ ∈ζζ ),,,( , т.е. )(),,( UOtс ∈Φ ζ  и 

))(),,)(((),,(),,( ζζϑζϑζ tutchitctс ++=Φ o  при .U∂∈ζ  Если 0≡u  на дуге }0Im:{ ≥∂∈=∂ + ζζ UU , то 
образ сужения функции +∂UtcФ |),,( ζ  принадлежит M , т.е. ),,( ζtcФ  “подклеивает” диск 

}:),,({, UtcФtc ∈=∆ ζζ  к M  по дуге +∂U .  
В работе [11] Ю.В.Хурумовым доказано существование достаточно «плотного» семейства дисков, под-

клеенных к M . Результаты о подклеивании аналитических дисков более подробно изложены в работе [12]. 
Лемма 2 ([11], [12]). Пусть nD С⊂  – область с кусочно-гладкой границей, −∂⊂ DM  порождающее n  

-мерное многообразие класса 1C , заданное в виде  

{ })(:21 xhyiyxzM =Ω×Ω=Ω∈+== , 

где }:{}:{21 δδ <×<=Ω×Ω=Ω yyxx и ),...,,( 21 nhhhh =  – вектор-функция, равная нулю при 0=x  вме-
сте со своими первыми частными производными. Пусть ME ⊂  – множество положительной меры Лебе-
га на M , 0)( >Emn , и 0=z  – точка плотности множества E . Тогда: 

1) существует достаточно малое число 0>θ  такое, что 

)(1 UC ×Π∈Φ θ  и )(W1 Up ∂×Π∈Φ θ , 1≥p , 

где 1Wp  - класс Соболева, { }θθθ <<×∈=Π tctc nn ,:),( RR ; 
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2) существуют компакт EE ⊂1 , семейство дисков 

{ },),,,(, Utctc ∈Φ=∆ ζζ  θΠ∈),( tс , 

и множество θΠ⊂Q  положительной меры Лебега в n2R  такие, что  

0))(( 1,
1

1 >∩∆∂Φ− Em tc  

для любого Qtc ∈),( ;  
3) для любого Qtc ∈),(  существует область UW tc ⊂, со спрямляемой границей такая, что  

,),,( ,, DWtcФ Etctc ⊂Ω⊂= A  

где EΩ  – клин с острием E  и 

0))(( 1,
1

1 >∩∂− EФm tcA ; 

4) ,1),()()(W)(),,( ,,
1 >⊂∂∈⋅Φ pWСWOUUOtc tctcp II  для всех Qtc ∈),( ;  

 5) множество U
Qtc

tcZ
∈

=
),(

,A  имеет положительную меру в nn 2RC ≈ . 

Из этой леммы легко следует, что множество ME ⊂ , положительной мерой Лебега на M , является 
множеством единственности в классе )(DO .  

§ 2. P -мера граничных множеств 
Пусть D  – область с гладкой границей и )(zu – (плюри)субгармоническая в D  функция. Доопределим 

функцию )(zu  до границы области следующим образом:  

( )
Dzuu

Az
z

∂∈=

∈
→>

ξξ
ξ

ξα
α

),(limsup)(~
1

, 

где )(ξαA  представляет собой пересечение области D  и конуса с вершиной в точке ξ : 

{ }),(:)( ξα αρξξ TzzDzA <−∈= . 

Здесь ),(,1, ξραξ TzD >∂∈  – расстояние от точки z  до касательной плоскости ξT  к D∂  в точке ξ . 
Далее всюду в качестве граничного значения (плюри)субгармонической в D  функции )(zu  мы будем брать, 
не оговаривая это каждый раз, значение .),(~ Du ∂∈ξξ   

P -мерой граничного множества DE ∂⊂  относительно области D  называется плюрисубгармоническая 
в области D  функция 

( ) ( ) DzDEDEz
z

∈=
→

,,,lim,,* ζωω
ζ

, 

где 

( ) ( ){ }0~,1:pshsup,, ≤≤∈= ED uuDuDEzω . 

Как и в случае DE ⊂  (см.[6]), для граничных подмножеств DE ∂⊂  функция ( )DEz ,,ω  либо тождест-
венно равна 1, либо нигде в D  не равна 1. В первом случае существует ограниченная сверху плюрисубгар-
моническая в D  функция −∞≡/)(zu  такая, что −∞=Eu~ , и поэтому такое множество E  естественно на-
звать плюриполярным граничным множеством.  

Заметим, что в одномерном случае )1( =n  множества DE ∂⊂  положительной меры и только они непо-

лярны, т.е. ( ) DzDEz ∈≡/ ,1,,*ω , причем для них почти во всех точках E∈ξ  ( ) 0,,~* =DEξω . 
В многомерном случае множества DE ∂⊂  с положительной мерой Лебега на D∂  также обладают этими 

свойствами: ( ) 1,,* <DEzω  в D  и почти все точки E  являются плюрирегулярными. Однако далеко не все 
подмножества DE ∂⊂  меры нуль плюриполярны. Тем не менее, в силу леммы 2, имеет место следующее 
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Предложение 1. Всякое множество DME ∂⊂⊂  ( 11, CMCD ∈∈∂ ) положительной меры Лебега на 
M , 12,0)( −≤≤> nknEmk , неплюриполярно. 

 Положим  

( ) ,)},,(limsup{,, DEzDEz j
j

in
∗

∞→
= ωω  

где супремум берется по всем последовательностям { }jE : U
∞

=
+ =⊂⊂

1
1 ,

j
jjj EEEEE . Тогда регуляризация 

( )DEzin ,,*ω  является плюрисубгармонической и называется внутренней P -мерой множества E . Ясно, что 

( ) ( ).,,,, ** DEzDEz inωω ≤  
Используя топологическую лемму Шоке [13] и лемму 2, легко можно доказать следующие предложения.  
Предложение 2. Для всякого множество DME ∂⊂⊂  с положительной мерой Лебега на M , 

12,0)( −≤≤> nknEmk , внутренняя −P мера .,1),,(* DzDEzin ∈∀<ω   

§ 3. Доказательство теоремы 
Доказательство проведем в несколько этапов. 
1. Введем обозначение 

( ) ,...2,1,,sup: =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤∈=
∈

NNwzfFwF
Dz

N  . 

Тогда U
∞

=
=

1N
NFF  и начиная с некоторого 0N  все 0, NNFN ≥  будут неплюриполярными. Покажем, что 

GFN ⊂  – компакт и функция ),( wzf  непрерывна на множестве NFD× . Фиксируем предельную для NF  

точку Fw ∈0  и положим ),(),()( 0wzfwzfzw −=ϕ , NFw∈ . Тогда семейство { }
NFww z ∈)(ϕ равномерно 

ограничено и, следовательно, равностепенно непрерывно в D . Граничные значения Ew ∈ξξϕ ),(* , сущест-

вуют, и 0)(lim *

0

=
→

ξϕw
ww

, ибо при любом фиксированном E∈ξ , по условию теоремы, функция 

( )GOwf ∈),(ξ . Фиксируем ,10, << εε  и положим 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <−∈<∈=

k
wwFwEE Nwk

1,,)(: 0* εξϕξ , 

,...2,1=k . Тогда 1+⊂ kk EE  и U
∞

=
=

1k
k EE . Начиная с некоторого 0k  множества 0, kkEk ≥ , имеют положи-

тельную меру на M , т.е. 

.,1),,( DzDEz k ∈<∗ω  

По теореме о двух константах имеем  

( )DEz
w kz ,,1const)(

∗−⋅≤ ωεϕ ,                                                               (2) 

k
wwFwDzkk N

1,,, 00 <−∈∈≥ . 

При фиксированном Dz ∈0  существует 0kk ≥  такой, что  

( ) ( )DEzDEz ink ,,1,,1 0*0
2 ωω εε −− ⋅≤

∗
. 

Поэтому для такого k  из (2) получим  

k
wwFwconstz N

DEz
w in 1,,2)( 0),,(10 0

<−∈⋅≤
∗−ωεϕ . 
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Следовательно, для любого ,10, << εε  существует 0>δ  такое, что при δ<− 0ww , NFw∈  имеет ме-

сто неравенство 

ε<− ),(),( 000 wzfwzf . 

Отсюда, во-первых, вытекает, что Nwzf ≤),( 00 , значит, так как Dz ∈0  произвольное, то NFw ∈0 . И, 

во-вторых, вместе с равностепенной непрерывностью ),( wzf  по z  мы получим непрерывность ),( wzf  в 

NFD× , ибо для любой фиксированной точки NFDwz ×∈),( 00  и для достаточно близких к ),( 00 wz  точек 

NFDwz ×∈),(  имеем 

,2),(),(),(),(),(),( 000000 ε≤−+−≤− wzfwzfwzfwzfwzfwzf  

0>∀ε . 
2. Пусть G′  – строго псевдовыпуклая область такая, что GGF ⊂⊂′⊂ . Рассматриваем следующие гиль-

бертовы пространства )()(W20 GOCH ml ′= I , ml > , ( l
2W -пространство Соболева) и 1H  как замыкание 

пространства )(GO ′  относительно нормы  

2
1

2)(
1 ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫

NF
H dw σϕϕ , 

где ( )( )mN
c GFwddd ′= ,,*ωσ  – мера, сосредоточенная на F . Ясно, что 0H  плотно и вполне непрерывно 

вложено в 1H . Поэтому существует общий ортогональный базис { }∞=1)( kk wh  в пространствах 10 ,HH  такой, 
что 

,1,
10
== HkkHk hh µ  ,...2,1=k , 

,ln1
11
mkm Lkk

L
≤≤ µ L – константа, ,...2,1=k .(см.[3], [10]) . 

Любой элемент 0H∈ϕ  разлагается в ряд  

∑
∞

=
=

1k
kk haϕ , 

где ( ) ( )
10

,, 2
HkkHkk hha ϕµϕ =⋅= − . Приведем некоторые оценки для kh , которые мы применяем ниже. Из 

непрерывного вложения  

)()()()(W20 GCGOGOH ml ′′⊂′= IIC , ml > , 

вытекает, что  

,
0

kHkGk ChCh µ=⋅≤′                (3) 

где G′⋅  – равномерная норма, а C  – константа, не зависящая от k . 

Теперь рассмотрим множества { }kwhFzA kNk >∈= )(: . Согласно неравенству Чебышева  

( ) ,...2,1,11)(1
2

2
2

2
2 1

===≤ ∫ k
k

h
k

dwh
k

A Hk
F

kk
N

σσ . 

Следовательно, ( )∑
∞

=
∞<

1k
kAσ  и  
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0lim =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∞

=∞→
U

sk
k

s
Aσ . 

Положим UU
∞

=

∞

=
==

1
,0,, ,\

s
sNN

sk
kNsN FFAFF . Тогда ( ) 0\ 0, =NN FFσ . Отсюда нетрудно показать, что  

( ) ( )GFwGFw NsN ′↓′ ,,,, *
,

* ωω , 

при ∞→s . При фиксированном s  по построению kwhk <)(  для всех sNFw ,∈  и sk ≥ . Из этого и оценки 
(3), применяя теорему о двух константах, мы получим  

.,)()( ),,(),(1 ,,, skCkwh GFw
k

GFw
k

sNsN ≥≤
′′− ∗∗ ωω µ  

Значит, для всех Gw ′∈  имеет место оценка  

 
( )

,)()(
,,,* GsNFw

kk ksCwh
′

⋅≤
ω

µ ,...,2,1=k                                                     (4) 

где )(sC  - константа, не зависящая от k . 
Сопоставим функции ),( wzf  формальный ряд Фурье – Хартогса 

∑
∞

=1
)()(~

k
kk whzaf  ,                                                                      (5) 

где NFwDz ∈∈ ,  и коэффициенты )(zak  определяются обычными формулами пространства 1H :  

,....2,1,)(),()( == ∫ kdwhwzfza k
F

k
N

σ  

Покажем, что ряд (6) равномерно сходится внутри области  

{ }1)',,(),,(:'),( ** <+×∈= GFwDEzGDwzX NinN ωω
)

 . 

Ясно, что )()( DOzak ∈  и 

,),()()( DzFNdwhNza
NF

kk ∈≤≤ ∫ σσ                                           (6) 

кроме того, для любого фиксированного E∈ξ  угловой предел ),(),(lim
)(

wfwzf
Az

z
ξ

ξ
ξ
α

=

∈
→

 существует, для 

всех NFw∈  и функция ),( wzf  ограниченна на множестве ( ) 1,)( >× αξα NFA . Поэтому для любого E∈ξ  

угловые пределы )(* ξka  существуют и 

...,2,1,)(),()(* == ∫ kdwhwfa k
F

k
N

σξξ  

причем неравенство (6) сохраняется и для )(* ξka , E∈ξ . 
Для более точной оценки )(zak  мы воспользуемся голоморфностью Ewf ∈ξξ ),,( , в области 

'GG ⊃⊃ . Так как для любого фиксированного E∈ξ  функция 0),( Hwf ∈ξ , то 

01
),(),()( 2*

HkkHkk hfhfa −== µξ . Следовательно,  

E
f

hfa
k

H
HkH

k
k ∈≤⋅≤∗ ξ

µµ
ξ ,1)( 0

002 .                                                 (7) 

Обозначим через }:{
0

jfEE Hj ≤∈= ξ . Тогда 1+⊂ jj EE , U
∞

=
=

1j
j EE . Начиная с некоторого 0j  все 

0, jjE j ≥ , имеют положительную меру на M . Используя (6), (7) и теорему о двух константах, имеем 
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( )
),,(1

),,(
*

*
)()(

DEz

k

DEz
Nk

j
j jFNza

ω
ω

µ
σ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅≤  .                                        (8) 

Теперь используем оценку (4) базиса )(whk . Построим последовательность NsN FF ⊂,  такую, что 

)',,(*)',,(* , GFwGFw NsN ωω ↓ , при ∞→s  и для каждого sk ≥  имеет место оценка  

',)()( )',,(* , GwksCwh GFw
kk

sN ∈≤ ωµ , 

где )(sC  – константа, не зависящая от k . Объединяя это с (8), получим 

)1),,(*)',,(*(L1),,(*)',,(* ,, ),,(),,()()( −+−
≤≤ DEzGFwkDEz

k
GFw

kkk
jsN

m
jsN eksjNCksjNCwhza ωωωω µµ ,     (9) 

skjjNN ≥≥≥ ,, 00 . Отсюда вытекает, что ряд (5) сходится равномерно внутри открытого множества  

{ }1)',,(),,(:'),( ,
**

,, <+×∈= GFwDEzGDwzX sNjsjN ωω
)

. 

Устремив ∞→s , мы получим, что ряд равномерно сходится внутри области 

{ }1)',,(),,(:'),( **
, <+×∈= GFwDEzGDwzX NjjN ωω

)
. 

Кроме того, при ∞→j  мы получим, что ряд (6) равномерно сходится в области  

{ }1)',,(),,(:'),( ** <+×∈= GFwDEzGDwzX NinN ωω
)

 

и её сумма ),( wzS  голоморфна в NX̂ . 
3. Докажем, что ),( wzS  является голоморфным продолжением функции ),( wzf . Для этого воспользу-

емся оценкой (9) и леммой 2. Не нарушая общности, мы будем считать, что nM =dim . Обозначим через 
NF ′  совокупности плюрирегулярных точек множество ,, 0NNFN ≥  и через tcjE ,,′  следующее множество  

{ }0)),(,(~:),,(' ,,
1*

,,,, =∂Φ∂∈Φ== −
tctcjtctcjtcj WEEtcE AA II ζωζξ , 

Qtc ∈),( , 0jj ≥ , )),(( 00 tcjj = ,  

где 

),),,,(()),(,( *
,,

1*
, DEtcWE jtctcjtc λωλω Φ=∂Φ− AI , tcW ,∈λ . 

Тогда )()(, ,,1,,1,,1,, tcjtcjtcjtcj EmEmEE =′′⊂′ + для всех Qtc ∈),( , и если мы положим U
0

,,, ''
jj

tcjtc EE
≥

= , 

то 0)'\( ,,1 =tctc EEm , где tctc EE ,, A∂= I . 

Покажем, что ),(),( wzfwzS ≡  на NFD ′×  и на GE tc ×′Φ− )( ,
1  почти для всех Qtc ∈),(  в смысле угловых 

пределов функции )),,,((),(, wtcSwS tc λλ Φ= : )),,,((),(*
, wtcfwS tc ζζ Φ≡ , tcEtc ,'),,( ∈Φ ζ . (Отметим, что 

)(),,( ,tcWСtc ∈⋅Φ  для всех Qtc ∈),(  и DEtc ⊂Ω⊂,A , т.е. аналитические множества tc,A  подклеиваются к 

D∂  некасательным путем (см. лемма 2)). Действительно, фиксируем tcEtc ,'),,( ∈Φ= ζξ  и '0 Gw ∈ . Тогда 

tcjE ,,′∈ξ  для некоторого 0jj ≥ , а 1)',,( ,
0* <= θω GFw sN  для некоторого s . Для любого фиксированного 

угла (конуса) tcWA ,)( ⊂ζα , и для некоторого ,0>δ  P  – мера 

2
1),,(* θω −

<DEz j  

при всех { },:))(,,( δξζα <−Φ∈ zzAtcz I  и, значит,  

{ }( ) { } .ˆ:))(,,( ,,
0

sjNXwzzAtc ⊂×<−Φ δξζα I  

Рассмотрим на этом множестве оценку 
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+−≤−=− ∑∑∑
=

∞

=

∞

=
)()()()()()()(),(),( 0

1

*

1
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1

000 whazawhawhzawfwzS k
k

kk
k

kk
k

kk
l

ξξξ  

IIIIIIwhawhza
k

kk
k

kk ++=++ ∑∑
∞

+=

∞

+= 1

0*

1

0 )()()()(
ll

ξ . 

Фиксируем произвольное число 0>ε  и оценим каждую сумму отдельно. Для 
{ }δξζα <−Φ∈ zzAtcz :))(,,( I  согласно (9) 

,,),,()()( )1)',,(*),,(*(0 ,
0

skeksjNCwhza GFwDEzkL
kk

sNj
m

≥≤ −+ωω  

где 

01
2

11),,(),,( ,
0 <−+

−
<−′+ ∗∗ θθωω GFwDEz sNj . 

Следовательно, существует натуральное число l  такое, что 

∑
∞

+=
<=

1

0 )()(
lk

kk whzaII ε  

равномерно по z . Сумма III  также будет не больше чем ε , если мы выбираем l  достаточно большим, ибо 
числовой ряд 

∑
∞

=1

0* )()(
k

kk wha ξ  

является абсолютно сходящимся. Теперь для фиксированного l  

∑
=

→−=
l

1

0* 0)()()(
k

kkk whazaI ξ  

при ξ→z , из-за непрерывности )(zak  на множестве  

{ }),,())(,,( ζξζα tcAtc Φ=Φ I . 

Таким образом, в силу произвольности ε , мы получим, что 

)),,,((),(lim 00
,

)(

wtcfwS tc

A

ζλ
ζλ

ζλ
α

Φ=

∈
→

 

и )),,,((),( 00*
, wtcfwS tc ζζ Φ=  на GE tc ′×′Φ− )( ,

1 . 

Для доказательства тождества fS ≡  на NFD ′×  заметим, что sjNN XFD ,,
ˆ⊂′× и поэтому для фиксиро-

ванного NFw ′∈0 , функция )(),( 0 DOwzS ∈  и угловые пределы )),,,((),( 00*
, wtcfwS tc ζζ Φ=  на множестве 

)( ,
1

tcE ′Φ − , 0))'(( ,
1

1 >Φ−
tcEm  почти для всех Qtc ∈),( . 

Остаётся воспользоваться известной теоремой Привалова о том, что если C⊂D  – плоская область со 
спрямляемой границей D∂  и )(zf  – голоморфная (не обязательно ограниченная!) в D  функция, для кото-

рой угловые пределы )(ξ∗f  равны нулю на некотором множестве DE ∂⊂  положительной длины, то )(zf  

в D . В силу леммы 2 множество U
Qtc

tcZ
∈

=
),(

,A  имеет положительную меру в nn 2RC ≈ . Мы убедимся, что 

голоморфная в D  функция 

,,0)),,,(()),,,(( ,
00

tcWwtcfwtcS ∈=Φ−Φ ζζζ  

т.е. 0)(,,0),(),( 2
00 >⊂∈=− ZmDZzwzfwzS n . Это означает, что fS ≡  на NFD ′× . Отсюда вытекает, 

что построенный для GFN ′⊂  ряд (6) определяет голоморфную в NX
)

 функцию ),( wzS , которая является 
голоморфным продолжением сепаратно-аналитческой функции ),( wzf . Так как функция ),( wzS  не зависит 



Комплексный анализ 
 

 
 

– 84 –

от N  и G′ , область −G сильно псевдовыпуклая, то, устремив ∞→N  и GG →′ , мы получим голоморф-
ную в области 

}1),,(),,(:),{( <+×∈= ∗∗ GFwDEzGDwzX in ωω
)

 

функцию ),( wzS , которая тождественно равна ),( wzf  на множестве FD ′× , где U
∞

=
′=′

1N
NFF , и в смысле 

«углового значения» на GE tc ×,'  для всех Qtc ∈),( . Теорема доказана. 
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ANALYTIC CONTINUATION OF SEPARATELY-ANALITIC FANCTION 

S. А. Imomkulov 

Let nCD ⊂  be a domain with a smooth boundary DMD ∂⊂∂ ,  be a −k  dimensional 

)12( −≤≤ nkn  generic 1C - manifold, ME ⊂  be a subset of positive Lebesgue measure on M , 

and GF ⊂  be a non-pluripolar compact subset of a strongly pseudoconvex domain mG C⊂ . In this 
work it is proved, that every separately-analytic function on the set 

)())(( GEFEDX ××= UU  
can be holomorphically continued to the domain  

}1),,(),,(:),{( <+×∈= ∗∗ GFwDEzGDwzX in ωω
)

, 

where P−*ω - measure, and −*
inω  interior P  - measure. 


