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КОМБИНАТОРНЫЕ СВОЙСТВА ОТНОШЕНИЯ Г-ФУНКЦИИ

В.А. Степаненко∗

Выводятся некоторые комбинаторные свойства отношения Г-функции, используя различные
представления решений тринома.

В работе выводится соотношение
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где k > 0, m > m1, m′
1 = m − m1, (m1)−r = (m1)r − (−m′

1)r, а (m1)r = m1(m1 + 1) . . . (m1 + (r − 1)) и
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′
1 − 1) . . . (m′

1 − (r − 1)) — хорошо известные символы Похгаммера (см. [1]).
Конечная сумма в правой части формулы (1) берется по разбиениям числа k − 1, наиболее часто

встречающимся в различных задачах комбинаторики (см. [2], [3], [4]).
Доказательство соотношения (1).
Рассмотрим алгебраическое уравнение ("трином")

ym + xym1 − 1 = 0, (2)

где m > m1 — натуральные числа. Главное решение уравнения (2) (то есть то, которое равно 1 при x = 0)
по формуле Меллина (см. [5]) выглядит так:
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Выразим из (2) коэффициенты x через y: x = 1
ym1 − ym′

1 , произведем замену y = w + 1, получим
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Пользуясь разложениями прогрессии
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из (4) получаем представление x в виде ряда Маклорена по степеням w:
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Коэффициенты разложения таковы:
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Специальные функции

Назовем комбинированным символом Похгаммера разность вида (m1)r − (−m′
1)r и обозначим еҷ (m1)−r ,

тогда имеем:

a1 = −m, ar =
(−1)r

r!
(m1)−r . (6)

Обратим ряд (5) по формуле Сильвестра (см. [6]), получим обратный ряд:
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Вспоминая, что w = y + 1 и сравнивая коэффициенты при xk в (3) и (7), получаем:
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m ) и сокращая обе части (9) (−1)k
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Если в (1) взять m = 2, m1 = 1 (тогда m′
1 = 1), то выражение Γ( 1+k
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встречается в соотношениях

между функциями Лежандра P k
0 (x) и Qk

0(x), являющихся решениями уравнений Лежандра
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где z, ν, k могут принимать любые значения (см. [7]). Возьмем ν = 0, тогда имеет место формула

(1− z2)
(

P k
0 (z)

d

dz
Qk

0(z)−Qk
0(z)

d

dz
P k

0 (z)
)

= 22k Γ(1 + k
2 )

Γ(1− k
2 )

Γ( 1+k
2 )

Γ( 1−k
2 )

, (см. [7], стр. 146). (11)
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COMBINATORIAL RELATIONS OF FRACTION FOR Γ FUNCTION

V.A.Stepanenko

It is proved some combinatorial relations of fraction for Γ function using the different representations for
solutions of trinome.
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