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α−= 1),(* yzyzp ,   где 10 ≤≤ α . Остальные значения вероятностей равны 0. Из написанного видно: у нас
целый класс распределений. В этом классе можно поставить дополнительную задачу, задав критерий ее оп-
тимального решения, и тем самым определить значение α . Затем вычислить значения ковариации для каж-
дого игрока:

)3333333.01()2858137.01(0952712.0 ααα ⋅−⋅⋅−−⋅=Kovx ;
ααα ⋅⋅⋅−⋅−= 6666667.07141663.09047288.01Kovy ;

ααα ⋅⋅⋅−⋅−= 2858137.03333333.05238891.01Kovz .

Рассмотренная игра имеет два решения, причем они отличаются друг от друга. Принимать решение о том,
какой ситуации равновесия придерживаться, находится в компетенции игроков.
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THE RANDOM COALITIONS OF EVENTS AS PSEUDO GAMESTER
AND THEIR GAME BEHAVIOUR

E.G. Tyaglova
The definition of pseudo gamesters is formulated as gamesters, which cannot to take their solu-

tions by themselves. The game models of their independent and dependent behaviour are considered.

УДК 519.6

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА
ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ1

В.В. Шайдуров*

Работа содержит краткий обзор современного состояния вычислительных методов ре-
шения уравнений Навье-Стокса вязкой несжимаемой жидкости. В качестве основного спосо-
ба дискретизации обсуждается метод конечных элементов.

Обозначения
( )21,uu=u  или ( )321 ,, uuu=u  � вектор скоростей в двумерном )2( =d  или трехмерном случае )3( =d ;

p � давление;
Ω � двумерная или трехмерная открытая ограниченная область с точками ( )dxxx ,...,1= ;
Ω∂  � ее граница;

( )xnn = � единичный вектор внешней нормали;
∇             � оператор градиента: ( )dxx ∂∂∂∂ ...,,1 ;

∆             � оператор Лапласа: 222
1

2 ... pxx ∂∂++∂∂ ;

( )Ta   � означает транспозицию матрицы или вектора;
ν   � малая величина, характеризующая вязкость;
v  � средняя скорость в области;
l  � характерная длина области;
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект №  02-01-00523).
* © В.В. Шайдуров, 2004; Институт вычислительного моделирования СО РАН; E-mail: shidurov@icm.krasn.ru
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Re          � число Рейнольдса.

В настоящей статье мы обсудим современные вычислительные методы решения математической модели
для вязкого ньютоновского потока, описываемого уравнениями Навье-Стокса

( ) , fuuuu =+∆⋅+∆−
∂
∂

pt ∇ν (1)

0=⋅u∇           (2)

в некотором цилиндре ( )T,0×Ω  с открытой ограниченной областью Ω  размерности 2=d  или d = 3.
Что касается краевых условий, то мы предположим на части Г границы  Ω∂  выполненными главные

краевые условия

,на Γ= inuu   (3)

моделирующие условия прилипания ( )0=ihu  на жесткой части границы, а также скорость потока на входе в
область. Что касается выходного потока, то условие вида (3) является искусственным и довольно ограничи-
тельным. Оно не может быть произвольным хотя бы из-за совпадения расхода жидкости на входе и выходе,
а при нескольких выходах становится непредсказуемым. Несколько менее ограничительным является усло-
вие на выходе

 ,0=
∂
∂

n
u

  (4)
означающее установившийся режим. Но оно не поддерживает такие реальные гидродинамические течения,
как пульсации и вихревые движения вблизи выхода, и поэтому ставится вдали от реального процесса, суще-
ственно увеличивая расчетную область. Еще более мягким является условие

,0=
∂
∂

+
∂
∂

nt n
uuu                                                                                   (5)

где nu  � компонента скорости, нормальная к границе. С математической точки зрения это условие нели-
нейно. Но в численных расчетах nu  берется с предыдущего временного слоя, что алгоритмически линеари-
зует это равенство. Видно, что оно является частью уравнения (1) и хорошо описывает конвективное движе-
ние, пренебрегая диффузионным эффектом и вкладом давления около границы. Поэтому чем больше на вы-
ходе преобладает конвективный перенос, тем лучше результат для методов невысокого порядка аппрокси-
мации [1]  в смысле выноса возмущений за пределы области без обратного влияния. Для методов более вы-
сокого порядка аппроксимации возможно порождение паразитических осцилляций.
В последнее десятилетие все более популярным  становится  краевое условие,  предложенное Р. Ран-

нахером и его группой [2]. Оно действительно является естественным по классификации вариационных по-
становок, т.е. не накладывает дополнительных ограничений на подпространство конечных элементов в от-
личие от главных краевых условий, например (3). Мы будем использовать его в неоднородном виде, более
точно описывающем физическое явление:

,      на      natextpp
n

Γ=+
∂
∂

− nnuν                                                            (6)

где extp  � давление во внешней среде на выходе из Ω . В этом случае интегрирование по частям дает равен-
ство

( ) ( ) ( )Ω
Ω∂

ΩΩ +∆+






 −

∂
∂

=⋅− ∫ ϕ∇ϕ∇∇ϕ∇ ,   ,, pdp
n

p unuu νσνν    (7)

с произвольной функцией ( ).,1
0 ΓΩ∈Hϕ   Поскольку ϕ  равна нулю на Г, граничный интеграл редуцируется с

Ω∂  на natΓ  и дает дополнительное слагаемое в вариационной формулировке
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σσν dpdp
n

natnat

ext      ϕϕ ∫∫
ΓΓ
−=







 −

∂
∂ nnu .

В силу этих причин вариационная формулировка выглядит следующим образом: найти функции ( )txu ,  и

( )txp ,  такие, что ( ) ( ) ( )ΩΓ∈− ,,, 1
0Htxutxu in  и ( ) Ltxp ∈,  с параметром  ( ]Tt ,0∈ , с начальным условием

( ) ( )xuxu o=0,  в Ω  и

( ) ( ) τdpfpbna
t

nat

ext   ,,),,(),(, vnvvvuuvuvu
∫

Γ
Ω

Ω
⋅+=+++







∂
∂

( ),,1
0 ΓΩ∈∀ Hv    (8)

.0),( Lqqb ∈∀=u       (9)

Если Ω∂=Γ , то граничный интеграл в правой части исчезает, поскольку =Γnat Ø. Здесь билинейные и
трилинейная формы имеют следующий вид:

( ) ( ) ,,:,,
1, Ω=

Ω ∑ 
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( ) ( ) ,,,, Ω∇−= wvpvpb
( ) ( ) .,,, Ω∇⋅= wvuwvuc

Очевидно, что в стационарном случае зависимость от t исчезает, первое слагаемое в (8) обращается в нуль и
необходимость в начальном условии отпадает.

Основные трудности решения задачи
Мы сконцентрируем внимание на �ламинарных� потоках, когда число Рейнольдса ν/~Re lv  лежит в

пределах 510Re1 ≤≤ . Тогда мы получаем следующие трудности в ходе численного решения:
1. Сложная структура течения влечет необходимость довольно мелкой сетки для детализации решения в
зонах мелких вихрей, внутренних и пограничных слоев.

2. При больших числах Рейнольдса возникающая структура решения существенно зависит от данных
задачи, поэтому предпочтительнее сетки, настраиваемые на конкретное решение, что делает апосте-
риорный подход более эффективным, чем априорный.

3. Ограничение (9) не содержит tp ∂∂ / , и система не разрешается относительно этой производной, что
влечет использование неявных методов, по крайней мере, для этого ограничения.

4. Нелинейные эффекты, большие числа Рейнольдса, и ограничение (9) могут вызвать три типа неустой-
чивостей. Первый возникает из возможности экспоненциального изменения решения благодаря зави-
симости коэффициентов от решения, что преодолевается аккуратной аппроксимацией решения и ко-
эффициентов, зависящих от него. Разумеется, нелинейность выливается в проблему устойчивости ли-
неаризации. Во-вторых, большое число Рейнольдса делает преобладающим конвективное движение,
что требует определенных схем или дискретизаций (направленных по потоку) либо некоторых прие-
мов стабилизации для обеспечения устойчивости. И, в третьих, ограничение (9)  ведет к специфиче-
ской оценке, называемой в литературе условием Ладыженской�Бабушки�Брецци (далее � условие
ЛББ). Оно исключает локальные неустойчивости в виде ложных осцилляций при вычислении давле-
ния.

5. Решение нестационарной задачи существенно зависит от времени, что влечет адаптацию сетки на ка-
ждом временном шаге. Это требует локальных оценок производных решения и по времени, и по про-
странству.

Удобнее преодолевать эти трудности с помощью метода конечных элементов (а не конечных разностей
или конечных объемов) по следующим причинам. Метод конечных элементов представляет собой метод
Галеркина, основанный на вариационной формулировке задачи Навье-Стокса в подходящих функциональ-
ных пространствах, и определяет "дискретную" аппроксимацию в определенных конечномерных подпро-
странствах кусочно-полиномиальных функций. Такой подход обеспечивает, с одной стороны, высокую вы-
числительную гибкость, вплоть до адаптации к конкретному решению, а с другой � прямолинейный матема-
тический анализ погрешности, основанный на существенных свойствах непрерывной задачи.
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Пространственная дискретизация
В этом разделе мы рассмотрим стационарную задачу. Сначала введем триангуляцию Th замыкания Ω

замкнутыми выпуклыми ячейками K, являющимися треугольниками или четырехугольниками в двумерном
случае. Пусть Th      удовлетворяет обычным условиям регулярности:

1) U
hTK
K

∈
=Ω ;

2) любая грань ячейки K в трехмерном случае или ее ребро в двумерном случае являются общими только
с одной другой ячейкой  K или целиком лежат на границе Ω∂ .
Положим hk: = diameter(K)  и  .max: k

TK
hh

h∈
=

Далее, введем пространство конечных элементов на триангуляции Th . В отличие от метода Петрова-
Галеркина (с целью упрощения) возьмем одни и те же пространства пробных и тестовых функций. Для

( )ΓΩ,1
0H  возьмем

( ) ( ){ }hKhhh KKPvHvH T∈∀∈ΓΩ∈= :,: 1
0 ,

а для L

( ) }{ hKhhh KKQqLqL T∈∀∈∈= :: ,

где  ( )KP  и ( )KQ  являются некоторыми пространствами элементарных функций на ячейке K. В простых и
наиболее распространенных вариантах ( )KP  и ( )KQ  являются пространствами многочленов.
На общей ячейке с криволинейной гранью или ребром мы вынуждены работать с параметрическими

элементами. То есть локальные функции формы Khv  и Khq  конструируются с использованием преобра-

зования KKK →�:ψ  фиксированного образца K�  и ячейки  K так, что ( ))(⋅Kh ψv  является многочленом на

K� . Эта конструкция необходима, чтобы:
- сохранить глобальную непрерывность поэлементных функций hh Hv ∈  и hh Lq ∈ ;
- аппроксимировать часть криволинейной границы Г с главными краевыми условиями.
Аппроксимация криволинейной границы производит помимо  Ω  приближенную замкнутую область hΩ

с границей  hΩ∂  и переформулирует пункты  1), 2) с учетом hΩ , hΩ∂  вместо Ω , .Ω∂
Порядок аппроксимации при конечно-элементной дискретизации выражается в свойствах локальной ап-

проксимации используемыми функциями формы. Например, использование линейных и  d-линейных функ-
ций формы дает аппроксимацию второго порядка для достаточно гладкой функции v :

,)( 2 vhcvIvhvIv KIhKh ≤−∇+−     (13)

где hh HvI ∈  является �узловым интерполянтом� функции ).(),( 21
0 ΩΓΩ∈ HHv hh I  В более общих случа-

ях  vIh  является функцией, которая совпадает с v  относительно определенных линейных функционалов,
таких как поточечные значения в некоторых узлах, средние значения на ребрах или гранях и т.д.
Итак, на конечно-элементной триангуляции  Th мы определили конечномерные пространства

.,),(1
0 LLHH hhhh ⊂ΓΩ∈

Тогда дискретный аналог стационарной задачи вида (8), (9) записывается следующим образом: найти

h
in
hh vuu +=   с  hh Hv ∈   и hh Lp ∈ , такие, что

( ) ( ) ,,,),,(),( hhhhhhhh fpbna Hwwwwuuwu hhhhh ∈∀=++ Ω (14)
,0),( Lqqb hhhh ∈∀=u      (15)

где  in
hu  � подходящая аппроксимация inu , а дискретные формы определены как поэлементные суммы:

( ) ( )∑
∈

∇∇=
hTK

Kha ,,:, ψϕψϕ ν

( ) ( )∑
∈

∇⋅=
hTK

Khn ,,:,, ξψϕξψϕ             (16)
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( ) ( )∑
∈

⋅=
hTK

Kh qqb .,:, ϕ∇ϕ

Здесь индекс K означает не только интегрирование по K,  но и возможное применение некоторых квадра-
турных формул на K.
Практически решение задачи  (14), (15) сводится к конечномерной системе нелинейных алгебраических

уравнений

( )








=
















2

1
0

,
γ
γ

β
αβα

TB
BA

        (17)

с векторами неизвестных α  и β , относящихся к скоростям и давлению соответственно. Для того чтобы
(14), (15) позволяло найти давление hp  устойчивым образом, на пространства hh LH ,  накладывают так
называемое условие Ладыженской�Бабушки�Брецци

( )
0

,
supinf >≥













∇∈∈
γ

hh

hhh
Lq wq

wqb

hhhh Hw
 (18)

с константой γ , не зависящей от h. Это условие вместе с эллиптичностью ),( hhha vu  обеспечивает единст-
венность и устойчивость решения в  .hh L×H
Прямолинейный анализ сходимости вместе с (12) дает априорную оценку

}.||||||{||||||||)(|| ,1,2 ΩΩΩΩ +≤−+− pchpp
hh hh uuu∇     (19)

Прием Нитше-Обэна дает дополнительную оценку

}.||||||{|||||| ,1,2
2

ΩΩΩ +≤− pch
hh uuu   (20)

Примеры устойчивых подпространств
Начнем с простейшей пары конечных пространств:

( ) ( ){ },:, 1
1
0 hKhhhhh TKKQvHvH ∈∀∈ΓΩ∈=            (21)

( ){ },: 0 hKhhh TKKPqLqL ∈∀∈∈=    (22)

где

{ },},,,1{span:)( 2121
1

1 xxxxvψvKQ K ∈= −o     (23)

{ }.}1{span:)( 1
0 ∈= − qψqKP Ko        (24)

К сожалению, эта пара пространств (точнее, h
d
h LH × ) не удовлетворяет условию ЛББ. Чтобы этого достичь,

достаточно удалить часть базисных функций в .hL  Например [10], для двумерных четырехугольников мо-
жем скомбинировать по четыре элемента K, имеющих одну общую вершину, в макроэлемент  M  и вместо
четырех базисных функций в )(0 MP  взять только три, исключив наиболее осциллирующую функцию из

базиса. В итоге вместо  hL  получим его подпространство  hL~ , которое вместе с hH  удовлетворяет условию

ЛББ. Алгоритмически системы (14), (15) или (17) собираются с помощью пространств hH  и hL  (а не hL~ ),
но на соответствующих вычислительных этапах проводится ортогонализация функций к указанным быстро-
осциллирующим функциям на каждом M.
Другой путь достижения устойчивости состоит в повороте узлов пространств для скоростей.  С этой це-

лью в выпуклом четырехугольнике K проведем две медианы через середины противоположных ребер и вве-
дем локальные координаты ηξ ,  вдоль медиан с началом в точке их пересечения. Положим [1]

{ }22 ηξη,ξ −= ,,1span)(~
1 KQ

и введем множество  hM  средних точек всех ребер S четырехугольников триангуляции Th . Затем положим:
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( ) ( ) ( ) ( ){ ;~~:~
11

22
hhhh TKKQKQLL ∈∀×∈Ω×Ω∈= vvH

);()()( KKMzzz hKhKh ′∈∀= ′ IIvv

}hhh Mzz Γ∈∀= I0)(v .

Видно, что  hH~  не принадлежит  1
0H , что ведет к �неконформному� методу.  Тем не менее пара hH~  и  hL

из (22) лежит в области определения дискретной задачи (14)�(15), удовлетворяет условию ЛББ (18) и оцен-
кам (19), (20).
Видно, что пространства для давления построены попроще, отсюда меньший порядок аппроксимации.

Это в какой-то мере диктуется условием (18). Для того чтобы достигнуть более богатого выбора, в работах
[1], [11] предлагается подправить (15) некоторыми слагаемыми метода наименьших квадратов:

( ) ( ) ( )hhhhhhhhh qgpqcqb ,,, uu =+ ,  (25)

где

( ) ( ) ,,, 2∑
∈

=
hTK

KhhKhhh pqh
ν
αpqc ∇∇

( ) ( ) .,, 2∑
∈

⋅−∆+=
hTK

KhhhhKhhh νqh
ν
αqg uvufu ∇∇

Дополнительные слагаемые оставляют уравнение (15) полностью совместным, поскольку они исключаются
при подстановке точного решения ( )p,u  вместо  ( )hh p,u . В итоге можно взять одинаковые подпространст-
ва функций формы для скоростей и давления

{ }},,,1{span:)(~
2121

1
1 xxxxqψqKQ K ∈= −o

и получить устойчивый алгоритм, для которого будут выполнены оценки (19), (20).
Очевидно обобщение этого метода стабилизации давления (регуляризации) на трехмерный случай.
Четырехугольники (особенно прямоугольники и квадраты) более удобны в алгоритмическом смысле по

сравнению с треугольниками благодаря меньшему числу конечных элементов при одном диаметре элемен-
тов и некоторым свойствам, индуцированным декартовым произведением одномерных отрезков. Например,
так получаются квадратурные формулы на K. Для треугольных элементов аналогичные формулы несколько
сложнее и вновь дают большее число арифметических операций.
В трехмерном случае алгоритмическое различие между тетраэдрами и прямоугольниками (точнее, пря-

моугольными параллелепипедами) становится еще значительнее. Тем не менее в часто встречаемом случае
использования прямоугольных элементов внутри области определения в окрестности криволинейной части
границы Г удобнее использовать тетраэдры.
Первая пара пространств на треугольниках  аналогична неконформным четырехугольным элементам с

поворотом узлов. Пусть K � треугольник. Положим

},,1{span)( 211 xxKP =

и введем множество hM  середин всех ребер S регулярной триангуляции Th . Тогда положим:

( ) ( ) ( ) ( ){ ;:~
11

22
hhhh TKKPKPLL ∈∀×∈Ω×Ω∈= vvH

)()()( KKMzzz hKhKh ′∈∀= ′ IIvv ;

}hhh Mzz Γ∈∀= I0)(v  ,

( ){ }.: 0 hKhhh TKKPqLqL ∈∀∈∈=  (26)

Степени свободы для скоростей берутся в качестве значений в серединах ребер S, а для давления � в центрах
треугольников. Поэтому функции hv  не будут непрерывными на hΩ  и hH~  здесь тоже не принадлежит

1
0H , что ведет к неконформному методу. Тем не менее, эта пара hH~  и hL  лежит в области определения

дискретной задачи,  удовлетворяет условию ЛББ и оценкам сходимости (19), (20).
При одновременном использовании четырехугольников с треугольниками достаточно сопрячь формулы

(25) и (26) следующим образом:
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Наконец, мы продемонстрируем еще один подход для поддержки условия ЛББ. Простая пара треуголь-
ных конформных элементов для скоростей из )(1

0 ΩH  со степенями свободы в вершинах треугольников и
постоянных элементов для давления не удовлетворяет условию ЛББ. В принципе, для обеспечения устойчи-
вости достаточно сделать подпространство для давления победнее, объединив по четыре треугольника в
макроэлемент с постоянной функцией формы. Но более плодотворно обогатить подпространства для скоро-
стей путем добавления кубических  функций-�пузырей� на каждом треугольнике. В барицентрических ко-
ординатах 321 ,, λλλ  треугольника  K эта функция записывается в виде 321 λλλ , равна нулю вдоль трех
сторон K и действительно похожа на пузырь. Итак, пусть

},,,1{span)(~
321211 λλλλλ=KP ,

и положим

( ) .)(~)(~:),(~
11

21
0







 ∈∀×∈ΓΩ∈= hhhhhh KKPKPH TvvH

Тогда получаем конформную пару  hH~  и hL  из (26), которая удовлетворяет условию ЛББ и оценкам схо-
димости (19), (20).
Заметим, что различные приемы, продемонстрированные здесь для обеспечения условия ЛББ, были при-

думаны для конечных элементов низкого порядка. Ситуация с элементами высокого порядка попроще:
обычные конформные пары на треугольниках )(1 KPl+  и )(KPl  или конформные пары на четырехугольни-
ках )(1 KQl+  и )(KQl , соответственно, для скоростей и давления удовлетворяют условию ЛББ для 0>l  при
некоторых условиях регулярности [3].

Дискретизация по времени
Теперь рассмотрим нестационарную задачу (8)�(9). Для ее дискретизации используются два главных

подхода: метод прямых и метод Ротэ.
Метод Ротэ. В этом методе сначала проводится дискретизация задачи только по времени. Для этого вве-

дем сетку по времени

Ttttt mk =<<<<<= ......0 10

с шагами  .1−−= kkk ttτ  Затем применим, например, неявную схему Эйлера:

( ) ,),(,),(),,(),(),( 1
0

11 ΓΩ∈∀⋅+=+++− ∫
Γ

ΩΩ
−− Hvvvvuuvuvuu τvdnPfpbcaτ

nat

ext
kkkkkkk

k (27)

.,...,2,1,0),( mkLqqb k =∈∀=u   (28)

Затем каждая из этих стационарных задач дискретизуется одним из методов, описанных в предыдущем раз-
деле. Это приводит к системе алгебраических уравнений, которые нелинейны из-за коэффициента ku  в сла-
гаемом  ),,( vuu kkc . В принципе, в эволюционных уравнениях эта нелинейность обходится использованием

значений коэффициентов с предыдущего слоя: ),,( 1 vuu kkc − . В этом случае получаем линейную алгебраи-
ческую систему, правда, с несимметричной матрицей. Несимметрия вновь порождается этим же слагаемым.
Наиболее простой способ получить симметричную матрицу состоит в явной форме ),,( 11 vuu −− kkc . В итоге
после пространственной дискретизации остальных слагаемых получается симметричная, но не положитель-
но определенная матрица. Известно, что для симметричных матриц итерационные методы решения более
разнообразны и эффективны. Явная форма трилинейной формы )(⋅c  не дает сильных ограничений на размер
шага по времени. В этом случае неравенство Куранта для обеспечения устойчивости имеет вид

,1−≤ kk chτ  (29)

где 1−kh  � минимальный размер элементов K в Th на слое k�1. То есть пространственный и временной шаги
остаются одного порядка. Иное дело с операторами второго порядка, например, породившими ),( ⋅⋅a . По-
пытка отнести его на предыдущий уровень приводит к неравенству Куранта
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1−≤ kk chτ  (30)

что является весьма ограничительным, особенно для пространственно адаптируемых сеток.
Существенный вопрос состоит в повышении порядка точности схем аппроксимации по времени, кото-

рый мы обсудим одновременно для двух подходов.
Метод прямых. В этом методе сначала проводится дискретизация по пространству методом конечных

элементов. Поэтому вместо алгебраических уравнений получается система обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений:

,)()()())(()()( ttttCt
dt

td fByxxAxxM =+++        (31)

.0,0)( ≥=− ttT xB   (32)

Матрицы масс M, жесткости A и градиентов B не зависят от времени. Нелинейная матрица )( ⋅C  содержит
алгебраические слагаемые, порождаемые конвективными дифференциальными слагаемыми и, возможно,
стабилизирующими слагаемыми. Для упрощения описания введем обозначение )()( ⋅+=⋅ CAA .
Для решения системы (31)�(32) можно использовать несколько подходов. Мы начнем с наиболее исполь-

зуемого семейства схем, записываемых с помощью параметра θ :

( ) ( ) ,)1()1( 111 −−− −++−−=++ nnnnnnn τθθττθθτ bbxMByxM AA
,0=− nT xB  (33)

где )(),( n
n

n
n tt yyxx == и  )( n

n xAA = . Это семейство содержит неявную схему Эйлера при  1=θ  пер-
вого порядка аппроксимации, явную схему Эйлера при 0=θ  тоже первого порядка аппроксимации и неяв-
ную схему Кранка-Николсона при 21=θ  второго порядка аппроксимации.
Неявная схема Эйлера наиболее устойчива. Она сильно A-устойчива [6], но очень диссипативна и поэто-

му малопригодна для вычислений нестационарных потоков (при τ∼1/Re и более) из-за вычислительной вяз-
кости 222/ t∂∂⋅ xτ  (главный член погрешности аппроксимации).
Менее стабильна явная схема. Она условно устойчива при выполнении условия типа (30), что приводит к

весьма малому шагу по времени. В дополнение, схема не является явной в буквальном смысле из-за матри-
цы B на слое nt .
Схема Кранка-Николсона имеет незначительную диссипацию. К примеру, главный член погрешности

аппроксимации выражения t∂∂x  имеет вид 332 3/ t∂∂⋅ xτ  и второй порядок малости. Она является  A-
устойчивой, но не сильно A-устойчивой. Эта более слабая устойчивость иногда накапливает неустойчиво-
сти, вызванные грубыми возмущениями в данных или их сильными изменениями по времени. Их влияние
можно сделать меньше, уменьшая шаг по времени, что увеличивает вычислительную стоимость.
Другой путь  состоит   в использовании θ -схемы   дробных  шагов, успешно  применяемый Р. Раннахе-

ром и его соавторами [1]:

( ) ( ) ,111111 −−−+−+−+− +−=++ nnnθnθnθn θττβθθτθτ bxMByxM AAα

,01 =− +− θnT xB

( ) ( ) ,111 θnθnθnθnθnθn τθτθτθτθβ +−+−+−−−− ′+′−=′+′+ bxMByxM AA α       (34)

,0=− −θnT xB

( ) ( ) ,θnθnθnnnn θττβθθτθτ −−− +−=++ bxMByxM AAα

.0=− nT xB

Здесь ,...292893,0221 =−=θ  ,21 θθ −=′  ,]1,21(∈α  α.−=1β  Для достижения сильной A-
устойчивости необходимо β < α. Специальный выбор ...585786,0)1()21( =−−= θθα  приводит к равенству

θβθ ′=α , которое дает одинаковые коэффициенты в левых частях трех систем (34). Но такие качества, как
нелинейность и несимметричность операторов этих систем, вовлекают дополнительные итерационные про-
цессы линеаризации и значительно сужают круг используемых итерационных процессов.
Чтобы обойти эти сложности, можно использовать схемы, неявные для линейной вязкости и вклада дав-

ления, но явные для нелинейных конвективных слагаемых. Например, такая k-шаговая схема Адамса-
Башфорта может быть выписана довольно просто:
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.01 =− +nT xB  (35)

На каждом временном шаге необходимо решать только одну систему линейных алгебраических уравнений

( ) ,11
0

1
0

+++ =++ nnn τβτβ gByxAM

01 =− +nT xB  (36)

с заданной правой частью 1+ng . Действительно, матрица линейна и может быть сделана симметричной
домножением последней группы уравнений на .0τβ−  Для 2=k  эта схема наиболее популярна и имеет ко-
эффициенты 210 == 1αα  и .0,21 012 === βββ  Для чисто конвективной проблемы эта схема слабо не-
устойчива, но при добавлении естественной и вычислительной диссипации становится более устойчивой.
Схемы третьего и четвертого порядков точности свободны от этого недостатка, но имеют все меньшую об-
ласть сходимости, приводящую к весьма мелким шагам по времени.

Методы расщепления
В принципе, эта группа методов может быть записана и в алгебраической форме после дискретизации, и

в дифференциальной форме для исходной задачи. Мы выберем второй, более лаконичный путь.
Главная идея состоит в расщеплении дифференциального оператора на более простые. Например, пусть

метод Ротэ на шаге nt  приводит к дифференциальной задаче

                             ( ) ,в
1

Ω=+⋅+∆−
− −

nnnnn
nn

pν
τ

fuuuuu
∇∇  (37)

Ω=⋅ в0nu∇

с краевыми условиями

                                                .на Γ= nn gu         (38)

      Чорин, а затем Темам [7]  предложили разбить описываемый физический процесс на два: конвекцию-
диффузию и вклад давления. Это приводит к двум задачам:

                                     ( ) Ω=⋅+∆−
− −

−
в��� 1

1
nnnn

nn
ν

τ
fuuuuu

∇    (39)

с краевыми условиями (38) и

,в0
� 1

Ω=+
− −

n
nn

p
τ

∇
uu          (40)

Ω=⋅ в0nu∇             (41)

с краевыми условиями

  .на Γ⋅=⋅ nn gnun     (42)

Мы �заморозили� коэффициент  1−nu  в конвективном слагаемом в (39), чтобы сделать эту задачу линейной.
Следующее изменение состоит в краевом условии (42), которое слабее, чем (38). Последнее привело бы к
переопределению задачи и в общем случае могло не дать ни одного решения.
Такая разница в типе краевых условий обычно приводит к некоторым разновидностям искусственных

пограничных слоев. Эта задача не является исключением, и получаем пограничный слой в давлении ампли-
тудой ( )21)(ντO .
Этот метод расщепления и некоторые другие можно вывести и другими способами. Например, Чорин

вывел его как �проекционный�, в котором вторая подзадача эквивалентна проектированию  решения nu�
первой подзадачи в пространство функций с нулевой дивергенцией. Другая точка зрения состоит в стабили-
зации (41) малым дополнительным слагаемым, содержащим давление:

.на0,в0 Ω∂=∂∂Ω=∆−⋅ nppτu∇     (43)

Эта точка зрения позволила доказать оценку [9]
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( ) ,)()(exp),()( τOµτxdτctxpxp n
n +−≤− α

где  )(xd  � расстояние от точки  x до границы Ω∂ .
Видно, что первая подзадача имеет эллиптический тип с несимметричным оператором. После дискрети-

зации по пространству получим систему с несимметричной матрицей, для которой методы решения менее
эффективны, чем для симметричных матриц.
Поэтому полезно использовать метод расщепления на две подзадачи с несимметричным нелинейным

оператором и с симметричным линейным. Первая подзадача конвекции имеет вид

( ) Ω=⋅+
− −

в��� 1
nnn

nn

τ
fuuuu

∇    (44)

с краевым условием

                                 .0� гдена� <⋅Γ= nnn ungu        (45)

Вторая подзадача типа Стокса имеет форму

,в0
� 1

Ω=+∆−
− −

nn
nn

pν
τ

∇uuu

Ω=⋅ в0nu∇

с краевыми условиями (38).
Поскольку эта схема имеет первый порядок аппроксимации, можно использовать вместо (44) явную схе-

му

                              ( ) .в��� 111
1

Ω=⋅+
− −−−

−
nnn

nn

τ
fuuuu

∇       (46)

Тем не менее снова граничное условие (45) слабее, чем (38), и может приводить к искусственному погра-
ничному слою на Ω∂  там, где .01 >⋅ −nun  Чтобы это обойти, можно разнести слагаемое u∆−ν  в обе подза-
дачи, что сделает краевые условия (38) корректными для обеих подзадач. Более того, Р. Гловински создал θ
-схему этого типа со вторым порядком аппроксимации:
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Первая и последняя подзадачи являются линейными задачами Стокса, а вторая � нелинейная задача кон-
векции�диффузии без ограничения в виде уравнения неразрывности. Эта схема имеет такие же числовые
параметры, как и (34). Более того, эта схема была предшествующей и  ее  свойства  индуцировали  анало-
гичные  свойства  у (47)�(49),  как, например, сильная А-устойчивость.
Итак, мы рассмотрели лишь одну модель из нескольких, более или менее сложных. Но проанализиро-

ванные алгоритмы и приемы являются ядром или аналогами того, что требуется в других моделях. Более
сложные модели  могут включать уравнения для температуры, солености, примесей и даже реагирующих
компонентов. Менее сложные модели возникают при некоторых упрощениях, таких как усреднение в неко-
торых направлениях, пренебрежение диффузией и т.п. Но каждый раз исследователь должен выбрать наи-
более адекватную модель для исследования явления.
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Что можно ожидать в направлении вычислительных алгоритмов в ближайшее время? Во-первых, будет
продолжаться параллельная реализация эффективных вычислительных алгоритмов для все более сложных
моделей. Во-вторых, продолжится развитие и применение многосеточных алгоритмов для повышения эф-
фективности вычислительных процедур. В-третьих, будет продолжено создание локальных оценок погреш-
ности в целях апостериорной оптимизации триангуляций и порядка многочленов в методе конечных эле-
ментов, особенно для  нестационарных задач. И, наконец, будут созданы многостадийные одношаговые ме-
тоды типа Рунге-Кутты, Розенброка и т.п. с третьим и четвертым порядком точности, включая схемы, явные
для конвекции и неявные для диффузии и вклада давления.
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COMPUTATIONAL METHODS FOR NAVIER-STOKES EQUATIONS
OF VISCOUS INCOMPRESSIBLE FLOW

        V.V. Shaidurov
The paper contains a short state-of-art review of computational methods for solving Navier-Stokes

equations of viscous incompressible flow. The finite element method is discussed as the main tech-
nique of discretization.


