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«...в науке есть своя эстетика, и красота 
логической стройности вариационных прин­
ципов механики не может не восхищать 
математиков, физиков, механиков.»

Л . С . П олак

(Из предисловия к книге К. Ланцоша 
«Вариационные принципы механики»)

ПРЕДИСЛОВИЕ

Хотя история создания вариационных принципов 
механики сплошных сред насчитывает более ста лет, 
а вариационное исчисление является одним из клас­
сических разделов математики, развитие вариацион­
ных принципов механики деформируемых тел, в част­
ности теории упругости, теории оболочек и пластин, 
еще далеко от завершения. Отсутствует систематиче­
ский анализ (и синтез) вариационных проблем теории 
упругости и теории оболочек, включающий исследо­
вания как условий стационарности вариационных 
функционалов, так и их экстремальных свойств.

В данной книге представлены результаты система­
тического исследования вариационных принципов ста­
тической теории упругости и оболочек с позиций ста­
ционарности и экстремальности функционалов. Бла­
годаря общему подходу выявлены некоторые новые, 
не менее интересные, но еще не исследованные 
вариационные формулировки для анизотропного не­
однородного тела и анизотропной неоднородной обо­
лочки.

В качестве инструмента систематического исследо­
вания взята теория преобразования вариационных 
проблем, разработанная Д. Гильбертом и Р. Куран­
том [0.9], которая позволяет не только эквивалентным 
образом преобразовать одну задачу и другую, но и
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дает возможность во многих случаях проследить за 
изменением экстремальных свойств функционалов.

Эта теория создана уже около половины века тому 
назад, но в литературе известны лишь немногие при­
меры применения ее к задачам механики деформируе­
мых тел. Первые работы принадлежат Р. Куранту 
[0.9] и Э. Рейсснеру [0.13]. Р. Курант впервые при­
менил преобразование Фридрихса для установления 
связи между принципами Лагранжа и Кастильяно. 
Э. Рейсснер [0.13], оценивая результаты своих четырех 
работ, посвященных вариационным принципам теории 
упругости, характеризует новизну использования тео­
рии [0.9] и полученную в итоге полную формулировку 
вариационной теоремы как вклад в теорию упру­
гости. В отечественной литературе теория [0.9] впер­
вые применена в работах [0.4], а впоследствии в 
[0.15, 0.6, 0.1] и др. Однако все эти исследования, как 
правило, не имеют общего характера и относятся 
к вариационным формулировкам в терминах ста­
ционарности функционалов. К анализу экстремаль­
ных свойств функционалов эта теория не приме­
нялась.

Используемые в книге сведения из вариационного 
исчисления приведены в гл. 1. В гл. 2 изложены 
основы теории преобразования вариационных проб­
лем, которая рассмотрена в несколько более общей 
форме, чем в [0.9], с применением выпуклого анализа 
для изучения экстремальных свойств функционалов. 
Для построения и систематического исследования си­
стем функционалов оказалось целесообразным выде­
лить полные функционалы (без каких-либо допол­
нительных условий) в качестве узловых пунктов 
вариационной теории упругости или оболочек и сово­
купность частных функционалов, имеющих дополни­
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тельные условия, и дать общие формулировки общего 
и частных вариационных принципов.

В соответствии с изложенной в гл. 2 теорией, в 
гл. 3 и 4 построены системы полных и частных функ­
ционалов для формулировки вариационных принци­
пов теории упругости и теории оболочек. В книге 
принят вариант теории тонких оболочек, выбранный 
в [4.12] в качестве «наилучшего»; показана возмож­
ность перехода к вариационным принципам для дру­
гих вариантов.

Наряду с известными полными функционалами 
Ху — Вашицу [0.17, 0.18], Рейсснера [0.13] и полным 
функционалом в перемещениях [3.11, 0.12] построен 
ряд новых полных функционалов, среди которых пол­
ный функционал в «квазиосновном» пространстве со­
стояний, подобный функционалу Х у— Вашицу, и дру­
гие полные функционалы, не зависящие от перемеще­
ний, но содержащие функции напряжений, некоторые 
функционалы в основном и квазиосновном симметри- 
зованных пространствах, в неполных пространствах 
перемещений, деформаций, напряжений и функций 
напряжений и другие. Выявлены экстремальные свой­
ства всех рассмотренных функционалов. Установ­
лено, что большинство полных функционалов, в том 
числе известные функционалы Ху-— Вашицу, Рейс­
снера и другие, имеют в качестве точки стационар­
ности седловую точку, а среди некоторых новых функ­
ционалов обнаружены такие, которые не имеют ни 
экстремумов, ни минимаксов.

Впервые получены функционалы относительно фи­
зических соотношений упругости, ряд функционалов 
граничных условий, функционал Лагранжа, не содер­
жащий перемещений, функционалы физико-геометри­
ческого и физико-статического характера и другие. Эти
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новые функционалы по своим свойствам теоретиче­
ского и вычислительного характера не уступают ранее 
известным.

Показано несоответствие некоторых общих реше­
ний уравнений равновесия вариационному принципу 
Кастильяно и выводимым из него определенным ви­
дам уравнений неразрывности. В этом плане следует 
подчеркнуть целесообразность проверки новых и из­
вестных старых дифференциальных формулировок на 
соответствие вариационным принципам.

Построена и изучена с точки зрения стационар­
ности и экстремальности система полных и частных 
функционалов в случае разрывных полей перемеще­
ний, деформаций, напряжений и функций напряже­
ний; некоторые вариационные принципы для таких 
полей впервые рассматривались В. Прагером [0.12]. 
Аналогичные вопросы рассмотрены и в теории оболо­
чек. Необходимость рассматривать разрывные поля 
в качестве возможных состояний упругого тела возни­
кает иногда при численном решении задач, в частно­
сти при использовании метода конечных элементов.

Установлена вариационная форма статико-геомет­
рической аналогии в теории непологих неоднородных 
анизотропных оболочек, которая выражается в соот­
ветствии между функционалами, их дополнительными 
и естественными условиями и экстремальными свой­
ствами.

Пятая глава посвящена некоторым приложениям, 
показывающим, что вариационные методы являются 
мощным орудием качественного анализа и средством 
численного решения задач. Рассмотрены различные 
формы вариационных уравнений. Предложена клас­
сификация прямых вариационных методов расчета, 
основанная на идеях главы 2. Разработан универсалы


