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ПРЕДИСЛОВИЕ ТИТУЛЬНЫХ РЕДАКТОРОВ

Настоящее издание «Сборника задач по математике для втузов» 
подверглось значительной перестановке глав и их распределению 
по томам. В результате первый том содержит алгебраические раз­
делы курса высшей математики, в том числе векторную алгебру и 
аналитическую геометрию, определители и матрицы, системы ли­
нейных уравнений, линейную алгебру и новый раздел — общую 
алгебру.

Второй том полностью посвящен изложению основ математи­
ческого анализа, дифференциальному и интегральному исчисле­
ниям функций одной и нескольких переменных, а также диффе­
ренциальным уравнениям.

В третьем томе собраны специальные разделы математиче­
ского анализа, которые в различных наборах и объемах изучаются 
в технических вузах и университетах. Сюда относятся такие раз­
делы, как векторный анализ, элементы теории функций комплекс­
ной переменной, ряды и их применение, операционное исчисление, 
методы оптимизации, уравнения в частных производных, а также 
интегральные уравнения.

Наконец, четвертый том содержит теоретические введения, ти­
повые примеры и циклы задач по теории вероятностей и матема­
тической статистике.

Указанные выше изменения составляют лишь структурную пе­
реработку Сборника, никоим образом не затрагивая ни расположе­
ния материала внутри соответствующей главы, ни последователь­
ности нумерации примеров и задач.

В смысловом отношении авторы внесли только следующие из­
менения. Во всех разделах Сборника исключены теоретические 
введения и циклы задач, связанные с численными методами. Дело 
в том, что в настоящее время существует целый ряд программных 
оболочек, каждая из которых реализует достаточно полный набор 
стандартных методов приближенного решения задач, а основные 
навыки работы с компьютером можно приобрести уже в школе. 
Авторы посчитали также необходимым добавить один новый раз­
дел «Основы общей алгебры» и предложить цикл задач по тензорной 
алгебре в разделе «Линейная алгебра» в первый, «алгебраический» 
том Сборника. Это связано с тем, что круг идей и методов общей 
алгебры все глубже проникает в наукоемкие отрасли промышлен­
ности и, следовательно, становится необходимой частью образова­
ния и подготовки специалистов по инженерным специальностям.

Кроме отмеченного выше, авторами выполнена стандартная 
техническая работа по исправлению ошибок, описок и других не­
точностей, учтены также все замечания, возникавшие в процессе 
работы с предыдущими изданиями Сборника.

А. В. Ефимов, А. С. Поспелов



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Идея создания «Сборника задач по математике для втузов», со­
держащего задачи по всем разделам курса математики инженерно- 
технических специальностей вузов, принадлежит Б. П. Демидови­
чу. Однако преждевременная смерть профессора Б. П. Демидовича 
помешала ему осуществить эту работу. Настоящий «Сборник за­
дач», подготовленный авторским коллективом, имеющим большой 
педагогический опыт работы во втузах, — воплощение в жизнь 
идеи Б. П. Демидовича.

Общая структура «Сборника задач» предложена редактором 
А. В. Ефимовым и отражает содержание программы по математике 
для инженерно-технических специальностей вузов, рассчитанной 
на 510 часов и утвержденной Учебно-методическим управлением по 
высшему образованию Минвуза СССР 14 мая 1979 г. При соста­
влении «Сборника задач» нашел отражение и опыт преподавания 
курса математики в Московском институте электронной техники, 
рассчитанного на 600-700 часов.

В сборник включены задачи и примеры по всем разделам вту­
зовского курса математики. С целью закрепления материала 
школьной программы в нем, кроме того, приведен ряд задач, по­
зволяющих более углубленно повторить основные разделы ана­
лиза и векторной алгебры, изучаемые в школе.

Одной из основных особенностей настоящего сборника явля­
ется включение в большинство глав цикла расчетных задач, ре­
шение которых требует использования ЭВМ.

Предлагаемая первая часть сборника «Линейная алгебра и ос­
новы математического анализа» включает те разделы математики, 
которые как правило, изучаются на первом курсе. Сюда относятся 
векторная алгебра с элементами аналитической геометрии, линей­
ная алгебра, а также дифференциальное исчисление функций од­
ной и нескольких переменных и интегральное исчисление функ­
ций одной переменной.

Каждый раздел сборника задач снабжен кратким введением, 
содержащим как необходимые теоретические сведения (определе­
ния, формулы, теоремы), так и большое число подробно разобран­
ных примеров. Начало решения примеров и задач отмечено зна­
ком < ,  а конец —  знаком > .  К задачам, номера которых помечены 
соответственно одной или двумя звездочками, указания или реше­
ния даются в разделе «Ответы и указания».



Г л а в а  1
ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

§ 1. Векторная алгебра

Рис. 1

1. Линейные операции над векторами. Вектором (геометрическим 
вектором) а  называется множество всех направленных отрезков, име­
ющих одинаковую длину и направление. О всяком отрезке А& из этого 
множества говорят, что он представляет вектор а (получен приложе­
нием вектора а  к точке А). Длина отрезка ~А& называется длиной 
(модулем) вектора а  и обозначается сим­
волом |а| =  |А^|. Вектор нулевой длины 
называется нулевым вектором и обозна­
чается символом 0.

Векторы а  и b называются равными 
(а =  Ь), если множества представляю­
щих их направленных отрезков совпадают.

В ряде задач часто бывает удобно не 
различать вектор и какой-либо представляющий его направленный от­
резок. Именно в этом смысле, например, следует понимать выражение 
«построить вектор».

Пусть направленный отрезок A $ представляет вектор а. Приложив к 
точке В  заданный вектор Ь, получим некоторый направленный отрезок
В(3. Вектор, представляемый направленным отрезком А&, называется 
суммой векторов а  и b и обозначается а +  b (рис. 1).

Произведением вектора а на действительное число А называется 
вектор, обозначаемый Аа, такой, что:

1) |Аа| =  |А| • |а|;
2) векторы а  и Аа сонаправлены при А >  0 и противоположно напра­

влены при А <  0.
1.1. Доказать, что операция сложения векторов обладает следу­

ющими свойствами:
а) а  +  0 =  а;
б) a i  +  аг =  аг +  a i (к о м м у тати вн о сть);
в) a i  +  (аг +  аз) =  (a i +  аг) +  аз (ассоци ати вность);
г) Va 3! b  (а  +  b  =  0)

(вектор b  называется вектором, противоположным вектору а, и 
обозначается символом —а);
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д) Vai, а 2 3! а 3 (a i +  а 3 =  а 2)
(вектор а 3 называется разностью  векторов а 2 и а \ и обозначается 
символом а 2 — a i ).

1.2. Доказать равенства:
а) - а  =  (—1)а;
б) а 2 -  a i  =  а 2 +  (—ai);
в) а  =  |а|ао, где ао — о р т  вектора а, т. е. вектор единичной 

длины, сонаправленный с вектором а  (а  ф 0).
1.3. В параллелепипеде A B C D A 'B 'C 'D ' векторы т ,  п, р  пред­

ставлены ребрами АЙ, л Д  АА! соответственно. Построить век­
торы:

. ^ 1 1  , 1
a) m  +  n +  р; б ) - т + - п - р ;  в) - т  -  п +  - р .

1.4. Даны векторы a i и а 2. Построить векторы 3a i, - а 2, a i +  

+  2а2, ^ а х -  а 2.

1.5. Доказать, что:
а) операция умножения вектора на число обладает следующими 

свойствами:

Оа =  АО =  0, (AiA2)a  =  Ах(А2а);

б) операции сложения векторов и умножения их на числа свя­
заны следующими двумя свойствами ди стрибутивности :

А(ах +  а 2) =  Аах +  Аа2 и (А3 +  А2)а  =  A ia +  А2а.
1.6. Доказать равенства:

а) а  +  ^ (Ь  — а) =  ^ (а  +  Ь);

б) a  -  i ( a  +  b ) =  i ( a - b ) .

Каков их геометрический смысл?

1.7. л Д  В Й  и с Й  — медианы треугольника А В С . Доказать 
равенство л Д  +  Ш  +  СЙ  =  0.

1.8. А Й  и вй  —  медианы треугольника А В С . Выразить 
через р  =  АЙ и q  =  вй  векторы 1 5 ,  вЬ и сА.

1.9. В параллелограмме A B C D  обозначены: л Д =  а , л Д  =  Ь.
Выразить через а  и b  векторы м А , мД м д  и мД, где М  — 
точка пересечения диагоналей параллелограмма.
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1.10. В треугольнике А В С  A ill =  а А З  и С  А  =  /3CI3 .  По­
лагая А ^  =  а и А ^  =  Ь, выразить аЗ и вЗ через векторы 
а и Ь.

1.11. A B C D E F  — правильный шестиугольник, причем l 3  =  
= р , вЗ =  q. Выразить через р и q векторы сЗ, Ш, ёЗ, Ш, 
А С, аЗ  и Ж

1.12. М  — точка пересечения медиан треугольника А В С , О — 
произвольная точка пространства. Доказать равенство О М  =

= \{оХ + оЗ + оЗ).
о
1.13. В пространстве заданы треугольники А В С  и А'В'С'-, М  

и М ' — точки пересечения их медиан. Выразить вектор М М '
через векторы А А ', В В ' и С С .

1.14. Точки Е  и F  — середины сторон AD  и В С  четырех­

угольника A B C D . Доказать, что е З  — — (АЁ^ +  D<3). Вывести
отсюда теорему о средней линии трапеции.

1.15. В трапеции A B C D  отношение длины основания A D  к 
длине основания В С  равно Л. Полагая а З  =  а и  в З  =  Ъ , выра­
зить через а и b  векторы аЗ, вЗ сЗ и  dX.

1.16. В треугольнике А В С  А м  =  а Л З  и а З  =  (За З .
а) При каком соотношении между а  и (3 векторы м 3  и в З  

коллинеарны.
б) Пусть а  и (3 таковы, что векторы м 3  и в З  неколлинеарны.

Полагая вЗ =  р и М 3  =  q, выразить векторы аЗ и аЗ через 
р и q.

Система векторов ai, . . . ,  аг назы вается линейно зависимой, если 
существуют числа Ах, . . . ,  А„ такие, что хотя бы одно из них отлично от 
нуля и A ia i +  . . .  +  А „а п =  0. В противном случае система назы вается 
линейно независимой.

1.17. Доказать следующие геометрические критерии линейной 
зависимости:

а) система a i ,  &2 линейно зависима в том и только в том слу­
чае, когда векторы a i и а 2 коллинеарны, т .е . их направления 
совпадают или противоположны;

б) система ах, аг, аз линейно зависима в том и только в том 
случае, когда векторы ах, аг и аз компланарны, т .е . параллельны 
некоторой плоскости;

в) всякая система из п ^  4 векторов линейно зависима.
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1.18. На стороне AD параллелограмма A B C D  отложен вектор 

A lt  длины \Alt\ =  - \ а Ь \, а на диагонали А С  — вектор аЕ длины

| jE |  =  -|А (3|. Доказать, что векторы к Ь  и коллинеарны и 

найти А такое, что
1.19. Разложить вектор s  =  a  +  b +  cno трем некомпланарным 

векторам: р  =  а  +  b — 2с, q  =  а  — Ь, г =  2Ь +  Зс.
1.20 Найти линейную зависимость между данными четырьмя 

некомпланарными векторами: p  =  a  +  b, q  =  b —с, г =  а  — Ь +  с,
s =  b +  i c .

1.21. Даны четыре вектора a, b, с, d. Вычислить их сумму, 
если известно, что а  +  b +  с =  a d , b +  c +  d  =  /?an  векторы а, 
Ь, с некомпланарны.

1.22. Доказать, что для любых заданных векторов а, b и с 
векторы а  +  b, b  +  с и с - а  компланарны.

1.23. Даны три некомпланарных вектора а, b и с. Доказать, 
что векторы а  +  2Ь — с, За — b +  с, —а  +  5Ь — Зс компланарны.

1.24. Даны три некомпланарных вектора а, b  и с. Вычислить 
значения А, при которых векторы А а+Ь  +  с, a + A b  +  с, а + Ь  +  Ас 
компланарны.

1.25. Даны три некомпланарных вектора а, b и с. Вычислить 
значения А и ц, при которых векторы Аа +  /лЪ +  с и а  +  АЬ +  цс 
коллинеарны.

2. Базис и координаты вектора. Упорядоченная тройка некомпланар­
ны х векторов e i ,  ег , ез назы вается базисом в множестве всех геоме­
трических векторов. Всякий геометрический вектор а  может быть един­
ственны м образом представлен в виде

числа Х \, Х<ь, Хз называются координатами вектора а  в базисе 03 — 
=  ( e i ,  ег , е з ) .  Запись (1) называют также разложением вектора а  по 
базису 03.

Аналогично, упорядоченная пара ei, ег неколлинеарных векторов 
называется базисом 03 =  (ei, ег) в множестве геометрических векторов, 
компланарных некоторой плоскости.

Наконец, всякий ненулевой вектор е образует базис 03 =  (е) в мно­
жестве всех геометрических векторов, коллинеарных некоторому напра­
влению.

Если вектор а  есть линейная комбинация векторов a i ,  . . . ,  а п с ко­
эффициентами Ai, . . . ,  А„, т.е.

( 1)


